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第五章 Banach 代数 


本章讨论具有代数结构的 Banach 空间„这种空间叫做 Banacli 
代数. 以前几章我们是把算子作为个体来讨论的，而 Banach 代数 
则把算子作为整体加以研究，我们将讨论 BanaA 代数的基本性 
质，函数代数，代数，算符演算以及谱理论.它们是近代数学 
物理如量子力学、统计物理的强有力工具，它们与数学其它分支 
如函数论、抽象调和分析、群表示论等有非常密切的联系. 

§1代数准备知识 

Banach 代数是带有一个范数的代数 (定义 见下节），为了便于 
读者阅读，我们先复习一下有关的代数基本知识. 

定义5门.1 ^称为复数域 C 上的一个代数，如果 

(1> ^是 C 上的一个线性空间； 

(2> ^上规定了 乘法： yxy/， 满足： 、 

(ab)c=a(bo )； (结合律） 

(a + 1) (^ + d) = AC + 6 e + arf + bd; (分 配律〉 

{XU) (ab) = (Aa) _， 

VA f iue C, Va ， b ， c ， deji^\ 

若 Y 中有元素 (9， 对干每一个 Y 中元 a ，满足 M = = 

则 e 叫做/的 幺元. 若^中存在幺元，则它是唯一的，设，是 
有幺元的代数， aei 称为可逆的， 如果存在 / 使得 ab = ba 
=匕满足上述等式的6是唯一确定的，于是 i 称作为 a 的逆，记 
作如果 Y 中每个非零元都可逆， Y 叫作可除代数， 

如果代数^的乘法满足交换律，即心=&心 R!i 
v 称做为交换代数， 



定义 5.1.2 设/，賓是两个代数，$是 〆 到 f 的映射，满足 
<p{Ka + fib) = A(p(a) + fi<p(b) 以及？ >( 姑 > =^ (a) ^ (b ) , a ， b ^： 乂 , 

A ，# eC ， 称 0 为到沒的同态映射， 

如果同态映射 P 既是单射的又是满射的，那么称*是 Y 到， 
的同构 映射^ 

定义 5.1. S 设 〆 是一个代数，彦 CY ， 并且依 〆 上的加 
法、乘法和数乘仍构成代数，则称方为^的一个子代数 * 

若資是代数 〆到代數货内的同态映射，值域显 然是沒 
的一个子代数. 

注1若代数 f 没有幺元，那么可以构造一个有幺元的代数 
使得，同构的一个子代雙 • 在这个意义下，没有幺元受 
代数总可增添幺元 • 事实上，令 i = ^ xC， 并且规定如下 
上的代数运算 t 

a(a, 入 )+ ^ (aa + fib , al + J3^), 

(a,A) =s (ab + Afr + pa 9 Afi ) 9 

V ( a ， A)，(&,/x ) 6 V , C. 于是 e 二 （ 0 ，1) 是 乂 中的幺元， 

而 R 映射 ^^(^,0) 是 Y — 的一个单射同态，其中3是代数 Y 
中的零向量， 

定义 5.1.4 设 Y 是一个代数，是它的一个子代数，满 
足： 

(1) Vaey, oJdU Jac^J^ 

(2) }幸心 

则称 / 是 i 的一个双边理想，简称为理想. 

如果 y 是交换代数，则可用条件 i vae ^, Wcr/ 成立来 
代替上述定义中岑件 （ i >. 

命題 5.1. & 设龙是代数，映射 h j ^ —沒 是一个非平凡 

同态映射（即厂參 Y ), 那么*的核是 Y 的 
一个理想， 



证明^ 1 (9> 显然是#的子代数，由《的非平凡性，条件 
(2) 自然满足，此外，对千每一令因为 

妒 ( ,ax) - ; 0 、 \/ x^'- k^r<p- f 

(p(xa) - <f ； {x)(p{ay 二 0 ， V 

推得 flk er 《 C ： ker 々，( ker ^) aC ： ker ^, 

命题 5.1 .S 设 Y 是有幺元代数， / 是 Y 的…个理想，刖 

<1) h 、 

(2) 若 aeY 有逆元，则/ 9 
证明 （1) 如果八由双边理想定义 

a 二 } 、 VK ,，， 

从而这与定义 5.1.4 的条件 (2) 矛盾，故 e 茫人 
(2) 如果托人则 

<9 = 1 fl € _/ ， 

这与（】> 矛盾，故 a 硭八 

洼2 事实上“巧/”，“具有逆元的 a 隹/” 
这三个命题是等价的 • 

设/是 y 的一个埋想，我们可以作出商空间 
是由剩佘类 

la ]^[ be .^\ b - aeJ } 

所组 成的. 因为/是瑾想，所以由 A ， a 2 e [ a ]， b ,， b 2 e [&] 推出 

fl i 办 1 — a 2pz = ( fl i — a 0b' + d 2 (b } — b 2 ) fr ^ 

千是 a f \ 与 a 2 b 2 属子同一类 [ ab ]. 因此 V 上的乘法可以诱导出 
沒上的乘法， 

「 a ][&] = >], 

另外再规定貪上线性 运算： 

A[a] + fz£b~] = [Aa + 

容易证明沒构成一个代数，称为^关于理想/的商代数. 

定义自然映射 P ( a ) =[ al , 则 P 是 Y 到商代数上的一个 
同态映射.由于 J 尹 y ， 可见》是非平凡的，而且 



定义 5.1/7 设/是代数的一个理想，而且不真含于^的 
另一个理想之中，就称/是极大理想. 

定理 5.1.8 设 i 是一个有幺元的代数，那么它的每一个理 
想/必含于某个极大理想之中. 

证明&令，是由 〆 中一切包含/的理想组成的集合.按照集 
合的包含关系规定 y 中的序，即对干 a 中元素 A ， A ， 若 Ac ： A ， 
则入 cA ， 于是分是一个偏序集. 

为了证明存在包含/的极大理想，只须证明 y 含有一个极大 
元.我们将应用 Zom 引理，为此只要验证#的每个良序子集在夕 
上有界. 

设 { AiAeA } 是夕的一个良序子集，其中乂是一个指标集 • 
令则 h 是这个良序集的一个上界，千是只须证明 

a e /I 

/ oe 夕，或者说只要证明九 是乂 的一个理想就够了. 

显然 / o 是^的一个子代数，并且 

(1) v^e 

^•JX^—J X 09 

八 — > / Q^CZ/ 

(2) 

e ^fx e ^Jx% 

所以人确是 y 的一个理想， 证毕 • 

定理5, 1.9 设 Y 是有幺元的交换代数，则 

(1) 为了 在它的某一个理想之中必须且仅须 a — 不存 
在； 

(2) V 的理想/是极大的，当且仅当商代数是可除代 

titFr , 

数， ’ -心 

诎明 （1) 由命题 5.1.6(2) 知必要性成立.现证充分性，令 
J a = aj ^ r J 由于不存在，可知八#/，并且由于 Y 可交换， 
所 以人还 是一个理想，显然沒=加6人， 
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(2) 必要性.设/是 I〆 的极大理想，但是 s//J = ^ 不是 
可除 代数. 于是有 「<0 e •穿， Lbi^-e (即/</)， [6] 不可逆.令 
则八是成的一个理想，而且 D ] eA . 作商代数沒/ 
八.考虑自然映射 p 与^ 

上 ^ 浼 /J b 、 

务，少均为非平凡同态映射 * 根据命题5, 1.5 kerW 。#) 与 ke 呼都是 
，的理想 • 若 aeker 炉，由炉 〔 a ) = 0知少<»炉⑷=0，所以 <26 
k“( 妒 o 炉)，从而 ker (少。 p) 3 ker，. 另一方 面破。 <p(b) K[» 没， 
即 ft € ker (分。炉），但是 J = ker 〜 这说明 kerd 沪） ^ ker ^>. 
这与 / 是极大理想矛盾，因此沒是可除的. 

充分性。设方=^//是可除商代数，但是/不是极大理 
想.干是存在^的理想 A ] 八以及非零元 ae /八人 记 [ a ] 为 a 
在屬中对应的剩余类 • [«] 有逆元 [ XT 1 ei , 即存在&6义，使 
得 6 a = e ( mod /)， e - baGJ ， 故 e - bO 另一方面 keA ， 

便推得〃 e 八，这是不可 能的. 所得矛盾证明/必为极大理想 • 

习 题 


5.1.1 设 P 是复数域上代数 Y 的一个非零线性泛函，满足 
<jp ， ab> = <f ， a><if ， b> ， # 亦 叫作 / 上的复同态，试证 

(1) 若 Y 有幺元 e ， 则 〆 0=1; 

(2) 对于任意 ^ 中可逆元 a, 〆《)#(). 

5.1.2 设 / 是代数 Y 的理想，则/是极大的当且仅当 
没有非零 理想， 


§2 Banach 代数 
2,1 Banach 代数的定义 

定义5,2,1 Y 称为一个 Banach 代数或简称为 B 代数，如果 
Cl ) Y 是复数诚上代数； 




(2) Y 上有范数! 1 • L v ✓在此范数下是一个 Banaeh 空间， 

(3) ㈣ KIMIIIM，VMe 夕 • 

活 2.1 Banach 代数^中的乘法关于范数是连续的，即当 

<1 !MI 11〜-甽+||。||||〜-6卜0_ 

注 2. 2若 Y 有幺元则^||>1•事实上，因为 e = 

由定义 5.2. j 条件 (3) 知立得 M>1. 

但是在^上可以赋于另一个范数 


: /- -i 


岡 

11*11 


在此范 数下, ' k! =1. 因为 

㈣ / lkll < k | <||味 VK 

所以范数 Id 与! Id 等价， 

例设#是一个 Banwh 空间，別^ = 是一个不 

可交换的，有幺元 e = H (恒同算子)的 Banach 代数 • 

例 5 . 2 . 3设 M 是一个紧致拓扑空间， C ( M ) 是 A / 上的连续 
函数空间.在 C ( M ) 上按普通的函数加法、数乘以及乘法规定运 
算，并且賦以 极大值 范数，那么 C ( M ) 是一个交换的有幺元的 
Banach 代数 • 

例 5.2. 4设以是平面上单位圆周，函数集 
i ; 卜 6 C (々） f ( e ，= 2 Cne …， 

R — —« 

(5.2.1). 

按普通的函数加法、数乘以及乘法规定运算.令 

W = …， " =6 Sf , 


注意到 




以及 


y ■ 丫 , oo 

2:2 S krt! • 2 fd ， 

ff «■* *-^cy. jf 这 -»»-、. It mn 9 = Or> 

可知 ^ 关千乘法运算是封闭的，从而构成一个代数.再定义范数 
为 

II u II = I 〜 I* (5,2.3) 


于是成为一个交换的有幺元的 Banach 代数. 

事实上，作为陚范线性空间^同构于匕从而是完备的.并 
且由不等式(5.2,2)得到乘法与范数的关系〖心[«忭||^*_ 

例 5.2.5 设為 >( D )={ u : D — Ch 在!>内解析，在 15上连 
续},其中 D 是复平面上的单位开圆盘，在 A Q ( D ) 上按普通的函 

数加法、数朵和乘法规定运算，并且定义范数 

|| u 卜 max |u(^) |, 

\ * K1 

则 A n ( D ) 茲一个有幺元的交换 Banach 代数> 

例 5.2. S 在 POT ) 上将卷积 

/* 沒 0 )= fO/^g(x- y) dy 

作为乘法，于是 "（ R K ) 是一个可交换的无幺元的代数. 
2/2 Banach 代数的扭大理想与 Gelfand 表示 

首先我们考察一个特殊情形，如果 Banach 代数 Y 还是可除 
的，那么. 〆 将具有什么特性？下列 Gdfand - Mazur 定理给出了一 
个令人惊异的答案， 

定理 5.2.7( Gelfand - Mazur ) 设 Y 是一个可除的开代数，則 
^等距同构于复数域 C . 

证明因为其中 e 是中的幺元， 



所以只要 证明又=乂， 印对于任惫的只要证明存在 
sec 使得 a = « 就够了.假若不然，于是 3 ae ^， 使得对于每 
一个 ^ eC , xe ^ a ^ O . 囡为乂是可除代数，故存在 
考虑函数 

吻）= ㈣ - a )，％ C 5.2.4> 

则 

a ) r 是弱解析的，即对于 v / e ^ T 5 % 函數 

尸00=</，「（艺）> (5.2. 5> 

在 C 上解析* 

事实上， v^o^ec, 

(2； 疔一 a )— 1 — (怎 n e — W 1 

= (ar c - z) ize -- a 广 1 (» 0 e- a)"\ (3.2*6) 

记 fr =( Y - a 广 L ， 

( 如 一 a〉- 1 = [O — s 0 )e + (0# — a)]- 1 

二 &{> + Os — a #]， 1 * 

当时， 

4 ry 

n (« - fl )Ki ㈣ 2 卜 ^ n*ir 

IH 

_1- lz - ^ elli&iC 

因此 roo 在 1 卜％ l < l / M 时是有界的 _ 由关系式 (5.2 6) 知道 
roo 在圆 so , j & ro 上连续，从而对于 V/6W ⑻在％可 
微，并且 

g F(2 )L ,=-< 八 （¥ — 幻 4>, (5.2.7) 

由 A 的任意性，即知 F 是解析的* 

(2) Ik (soil 是有界的. 

事实上，当 |<4+oo 时， 


|jr ⑻ [t = 


or 2i^r n i^ir-o t 

• - 0 

因此，当 >1— + °° 时， 

| f(^)|<[|/ll !! r (2 T )!!-0, 

应用 Liouville 定理， F(^)=0 , 冉由 Hahn-Banach 定理， 

r(z) = 0 ， y^e C, 

这便导出了矛盾.定理得证， 

有了这个强有力的结论，便启发我们去探求 Banach 代数的 
构造. 

定珂 5.1.9 告诉我们有幺元的交换代数商以它的任意一个 
极大理想/后成为可除代数屬人我们自然希望： 当乂是 
Bimach 代数时，没成为可除 Banach 代数，从而可以直接应用上 
述 Gelfand - Mazur 定理.为此需要 

引理 5.2.8 设，是一个苻幺元的 Banach 代数，则它的任意 
一个极大理想/必是闭的， 

证明考察/的闭包，兹证/ = 显然八只要证明 J 
是的一个理想就够了 • 然而，/是子代数， ajczj , JaczJ 9 
都是显然的，故只要证明 <7 的真 子集. 我们断定 

CT ， 这是因为当||4<〗时， 

(e-a)~ x = 2 ^ n e^, 

H ^ f\ 

从而球 s ( e ， i > rw = 〆 ，子是椎得 e 硭 j . 证毕. 

由引理5,2,8，当/是。 〆 的极大理想时， 沒 是一个 
Banach 空间，带有商模 

a [ a ：) r]A inf j)xlk (5,2.8) 

t e_. a 

因为 

Df>&]L<inf{| ㈣ I 托[>],托 0]} 




< inf inf 1^11 

tea 9 b 

= GMQ [^ in / 

因此震按商模 （5.2.8) 式构成•一个可除 Banach 代数再应用 

V ■ 

Geifand - Ma^ur 定理，就有 

定理 5.2. 9设是一个有幺元的交换 Banach 代数./是它 
的一个极大理想，则淡 = i // 等配同构于复数域 C , i 己作 

对子任意给定的极大理想 J ,将到商空间 上 的自然 
映射与商空间 ^/ i 到 C 上的等距同构复合起来，我们得到 Y 到 
C 上的一个连续同态 t 

幻卜， 一+ c _ 

它满足 

f f {>m fi !?) = ( a ) -h fifj ( b )； 

• <P.t int>) - <i\ f (a)^j (5,2.9) 

• fjie) = i, 

V a V A t ^t C - 此外还满足 

») I = Gr ^] n < I | a | # (5.?. 10) 

设 Y 为有幺元的交换 Banach 代数，记 TO 为它的切极太理 
想组成的集合.于是对于任意固定的元可以看成 
为朋上的复值 函数. 鉴于此观点，不妨记 ^( a )= 6 (7). 这样给 
出了 S 代数 〆 到诹上复值函数代数间的一个映射 r : o.v ^a ( O • 
显然厂是一个问态映射，我们将这个间态 f 称为有幺元 可交换 
石代数的 Gelfand 表示. 

以下，我们将在职上陚予一种拓扑，使得 

(1) W 成为一个八紧拓扑空间； 

(2) 对于每一个 ad ， Ge ] fa » d 表示 r ( a ) = d ( O 成为浙 
上的连续函数， 

这#做的目的，可以使我们能考察 Gelfand 表示/的分折性 
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为此 肯先证 明下列引理，它是定理 5. 2,9的逆命题. 

引理 5.2.1 Q 设是一个有幺元的可交换 Banach 代数 ，是 
的一个连续同态，则 

(1) <P(^) = ii 

(2) / = 是 Y 的一个极大理想， 

证明 V J ^ 9 ^( a ) =^( ar ?) = ^( a )^( e) t 故得 （1). 

兹证（2>，显然 J 是 Y 的一个理想，时旦是闭的•于 

是可以作商代数人根据定理 5. 1.9，只要证明是可除 
代数_定义映射炉： W/V — C 如下： 

炉（|)])= 沪⑻ • 

伊是同态映射 ， kei1 P = [ e !]> 故炉是一一的 • 

炉(梦 ([>])(>]> =炉（|>])炉 （[>]) =炉(00)， 

得到 

M = 梦 (!>]>(>]• 

可知，当时，炉 ([>]> 关0，而且!>」可逆，它的逆元是' 

因而是可除 代数， 引理获证. 

我们用 

\<jp 7 aby = <^,a><^ f &>,<^P,e>= 1} 

(5.2.10 

表示 C 上的全体连续同态 • 根据定理 5.2.9, 我们实际上已 
经建立了极大理想集合刃 I 到中同态子集 d 上的一个对应：： 
J \^ if > j 4 根据引理 5.2. 10，映射 < 是满的，因为*^% =人映射 
:是一，一的。从而我们得到了 与」之间的一个一一对应 ■ 

一般地，假设，是一个 Banach 空间，在它的共轭空间 
上可以有各种不同的拓扑结构：强拓扑（由模给出的拓扑）、弱拓 
扑与*弱拓扑《 
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所谓*弱拓扑；其9点的邻域拔是 i 

U (€ 9 X lf ^ X n ) 

I 〈⑼ >|<e ，(5.2.12) 

其中 s > o ， a , … 〆 是任意的. 

^ 按此 * 弱拓扑构成拓扑线性空间.这空间是 Hausdorff 
的，事实上，若则必有 々 e ，， 使得 < PJ 0 > 

本<妒,％>，取 s 满足 0< e <+| 〈沪, x 0 >- 〈少, x 0 >| ,則 

OP 七 U (f o)> fl (妒 +t/Ce,^o>) = 0* 

此外，还有下列 

定理 5,2,11( Alaoglu ) 设 S 是 Banach 空间# 的共轭空间 
及^上 的闭单位球，则&是*弱紧的， 

证明我们把&嵌入进乘积空间 y = ； Qs ( on )， 其中 

B ( o , IW ) cc ， 是以原点为圆心，半径为 ㈣ fl 的圆.嵌人映射定 
义如下 


r: ^6^1—(5.2.13) 

* 亡 ' 

r 是一一的，这是因为 〈识，文〉 = o , y xe <^ f =^ fp ^ e . 

s 上的*弱拓扑，正是，上的乘积拓扑在 r 下的原象，从而 
r 是双方连续的. 

由 Tyclmoff 定理， Y 是紧空间.为证5：是*弱紧的，只须 
证 《是* 弱 闭的. 即若…6汶*%要征而且 IMd ， 
其中表示？在*弱拓扑下的闭包.事实上， vwe 及％ 

v €> o , s < pesr \{< Po^u (音 ， w + 1 /)). 这意味着 

[〈炉 o，x + y >_ 〈沪 0, r >- 〈屮 o , y>l 

<|<^-^0^ + ^>| + — 采 0, 丈 >卜 |<^-^0^>1 

<«o 

因为00是仟意的，所以 
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<炉0 ， X + ; <屮0，文> 十 

因为 we # 是任意的，所以〜是可加的。 

同理可证以是齐次的.此外， ^^>0 y 由 

Kh , 欠 >1<1 〈沪 〆 >1十 e 

< M + s 

推得 I 〈〜， 于是得 A 定理获证 # 

回到 s 代数^的共轭空间内的连续同态子集 a . 显然 
^ C 5, 其中 S 是的单位闭球，按照定理 5. 2,11中的证明方 
法，同理可证4是*弱闭的，（只需再验证：当仏63〜时， 
<< P Qr xy > = <5 P 0 ^><^^»^ 从而有 

推论5, 2. 12依上的*弱拓扑，4是一个乙紧拓扑空 
间- 

本来，奴只是一个与4——对应的集合，我们现在用4上的 
拓扑来定义 to 上的柘扑 t 对于任意 lew ， 它的邻域基是 
N ( Jq 〆 ， A ) 二 {■/ 6 JRj 1 6(^) — 0( 八） [ < C . s 9 a ^ 

(5.2.14) 

其中 e >0， A 是 i 中任意有 限集. 因为吖乃=600， 

Nih、 s»A) = {7e^| \ <PA a ^> -^/ a C a >i< e f a^A} 

= t~ l U (fj o ; e ， A), 

其中 r A ) 是〜。的*弱拓扑邻域基. 

按照 (5.2, 〗4)式给出的邻域基，使得成为一个7^紧拓扑 
空间，这^拓扑称为 Gdfand 拓扑，记作 r m . 于是上的全体取 
值于复教!域的连续函数 C (诹）构成一个 Banach 代数. 

现在再看 Y 的 Gelfand 表示 Az = d ( •) ,我们要 :证： V 托 
是上的连续函数:，亊实上，\/八£职， Ve >0, 当 
史^ + U ( e ， a ) 时，我们有 

|a(7>-6(7 0 >j = K 幻， a>-<h o ， a>|<s. 
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这样，我们已经证 明了： 

定理 S.2.IS 设 i 是一个交换的，有幺元的 Baimch 代数 ， 
则 Gelfand 表示厂是 y 到 C (9 JO 内的一个连续同态，而且 

!:，、“、< ^!) e ( r 】.2. i 5> 

Gelfand 表示可以用来刻划一个元袠 Y 的 谱集. 

定义 5,2. 14设 Y 是一个存 幺元的 Banach 代数，令 (；(/> 
表示^中可逆元组成的集合，令 

a ( fl ) = { A 6 (5.2.16) 

《⑷ =幻在 C 中的余集_ (5.2,17) 

〃00, PO ) 分别叫作 a 的谱集和予解集， 

容易证明予解集 P ( W 是幵免，谱枭是复平面上的非空有界 
闭集，从而 a (幻是 紧集. 

定 M 5,2 J 5 设 Y 是一个有幺元的交换 Banad 】 代数，则对 


于每一个元素 



(5.2 18) 

从而有 


1!厂 ^Uccwi = su p { i^l 1 入 €• (，⑻ }• 

(5,2.19) 

证明事实上 


入6 cr ( a ) <，今 ao — a ^ G ( jji ^) 





^=> 彐 JGW ， A -«</). 
我们还要进一步探讨，对于交换代数 

(1) 何时，是一个同构 映射？ 

(2) 何时 f 是一个等距同构 映射？ 

(3> 何时 f 是一个等距在上同构映射 7 
先看同构问题.因为 

Ta = 0 a(J) == 0, V / 6 
<-> f\[J\Jem } 9 
在代数学里，人们把 
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R 二 r\{f\Jen} (5,2.20) 

称为代数 〆 的根，并把只={0}的代数称为半单的.因此由代数 
上的描写，我们得到如下的结论 * 

为了 Gelfand 表示 r 是一个同构映射必须且仅须 Y 愚半单 

的. 

再从拓扑上看，有下列引理 

引理 5.2. 16设 〆 是有幺元的交换 Banach 代数， 则对子每 
一个有 

n 。 如 = lim II an W (5,2.21) 

^ - #o> 

证明 r 因为 r 是 y — c (职） 的同态映射，所 以 / v ^ 
cro ", 从而 

([•Td[]” cw = (I Fa n || 9 

即得 

霉 -»oo 

2 C 另一方而， V 6>0, 要证明 

!]~ ⑽ +e, 

,- ^CQ 

因为时， （ k - 幻 h 存在而且关于 A 连续 • 取圆周 

G • = { A £： C i | 又 j = I 丨厂戍 ([ C(!OT) + € } •令 

M M » Max I (Ae — d ) -l [[, 

則 M .< c ^ 叉 Ue - fl )- 1 在 E 域! Ai > flri 内是弱解析的，即 
V ^6 函数 A — <>， （ Ae -- fl )- 1 〉 在上述区域内是解析的_根 
据习题 5.2. 2,当 | A |>^|| 时有幂级数展式 

^ — 0 

因此， 当 时， 关于 A 有 Laureru 展式 
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〈炉， 一 a)* 1 〉 =+ 又-% 

* -0 

由 Laurent 展式的唯一性，得到 

=2 — ^ CD <,Tf (Ae — <z) _ 1 >A n dA # 

2^ J 
r ” 

于是， V 

K 梦，〉 K WAM“ imin 

即得 

IKM # ( e + [)Az|r +1 , 

商以有 ,:、 

li^||^f^<£ + |[rall. 

_ ―的 

引理获证. 

因此，从拓扑上描写，我们又得到： 

为了 r 是一•个伺构映射必须月.仅须下列命题成立： 

I 

lim )] fl n ) j ~ = 0 = 0. 

n - ^cr» 

总结起来，我们有 

定理 5.2. 17为了有幺元可交换 Banach 代数是半单的必 
须且仅须下述命題成立 

Hm (HT：=o 。= 0. (5.2.22) 

霄 

这时 〆 的 Gelfand 表示厂是，到 C ( gjt ) 内的一个同构映射 • 

上述定理回答了第 （1) 个问题 • 再看第 （2) 个问题 • 何时厂 
是等距间构？ ^ 

定理 5.2. 13为了有幺元可交换 Banach 代数./的 Geffand 表 
示 r 是一个等距同构映射必须且仅须 

I|d 2 ll ^ '!^|| 2 (5.2.23) 

对千每十托，成立 • 
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证明必要性* 设 F 是等距同构，于是 

㈣ 卜 II… 卜 1KWU 

^[\r a \\^M\ 

充分性，由引理 5.2. 16 

|| Ta || = Iim ||a n - Jim|]a 2 * |( 3 ^* 

J| -^ JL. 秦 

= lim |a[j 2 * * 2 ~ k = MU 

A • … 

在第二等号中，我们选取了《的一个子列叫=2\ 

关于第 (3) 个问题，我们将在 §4 C * 代数中加以讨论. 

习 题 

5,2.1 设 Y 是有幺元5代数， G ( jsO 是 Y 中可逆元集合， 
求证 G ( v ) 是开集，而且是连续映射。 

5 , 2.2 w 是有幺元 b 代数 • 若 aey , M < U 贝 ae 
G ( V ), 而且有幂级数展式 


(0 _ a ) = 


5.2.3 设，是有幺元 5 代数， aea ( GC ^)), 求证 
<1)若 teGuo , 则 


lim ||a 7 l lJ = oO| 

% 呼 w 

(2> 存在 =1, 使得 
lim ab a = lim ft, a = 0, 


5义4令 

/ = {(: !)l°^ ec } 


按照矩阵加法、数乘和乘法构成代数 • 求证^按照范数 



:)| 卜 


n 



构成 Banach 代数. 

5/2.5 设^是有幺元交换丑代数> P 是^到 C 的同态映射 ，丨 
有 1於 ⑷ <|K 

5.2. d 设 Y 是有幺元交换 fi 代数， 求证 是可逆的当 
且仅当对于每一个 从/到 C 的连续非零间态 P , 有 K 句关 t 
5.2，/设 Y 是有幺元丑代数，证明 
⑴以幻是紧集 I 

(2) 7( a ) 不空（提示：用 LiouviUe 定理以及当时， 

(入 • 

5.2,8 设^是有幺元 S 代数， a ， bed \ 求证： 

U ) 若 e -以 可逆，则也可逆;； 

(2) 若 AeC ， 0 关 A£a(fl6) 5 觀入 ea(ba) } 

<3) 若 a 可逆，则 

5,2.9 设/，次是两个可交换有幺元5代数，沒是半单的， 
若麥是 〆 到沒的一个同态，求证 f 是连续的 （提 示；周闭图定 
理）. 

5.2.10 设 〆 是有幺元 e 代数，令 

r(a)^up{[A| Ue^(a)}, 

它称为 a 的谱半径，求证 \/ a t be^ t 

(1) r(a) -lim|ja*|| T | 

1 ， 0 Q 

(2) r (^ ab ) - r (& a )> 

(3) 若 = 则 

r ( a +6)< r 00+ r (6>, r ( ab ) < r ( a ) r ( fr > # 

5.2.11 设， = {/ eci [ o ， i ]}， 賦以模 

验证 ^ 是一个半单可交换 Banach 代数 

5.2.12 设 W 是交涣 B ^ h 代数，令 r = inf 

«〜。 m 
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§ 3 例与应用 

例 1连续函数代数 C ( M ), 

设 M 是一个了 2 紧拓扑空间 ， y = C ( AO , 其中范数 

i/ll = max |/( x )] # 

« ^< r / 

我们来考察 C ( M ) 的极大理想空 间浙. 

定理 5.3.1 诹三 M (同胚） 

证明 (1) 首先建立诹与 M 的 一一 对应， 
v % eM ， 令 

^o = {/eC(M>i/cx 0 ) = o}. 

记 h n (/) =/(4>，则 I 是 C ( M ) 上一个复同态，而且 ^ eitp Xo = 
~。，故4/谀，又因为 m 是 t \ 紧拓扑 空间，从而是一 
一的 （Urysohn 引 理）. 

反之， 若 Jem ， 要证明必存在 M 使得 J = 八。， 如若不 
然，则对于 3 f x eJ , 但是 A €八， 所以八 oo 忒0,从 
而有 X 的邻域使得 / T ( i 0 才 I )在 i /6 上成立 • 邻域族 { U x \ 
夂 e 将 M 覆盖住，由 M 的紧致性，可选出有穷个邻域将 M 覆 

k 

盖，记 M = (J U ,、，♦ 

4-1 ' 

n 

" 工 ）= 2A,<c〜( x ), 
i ^ 1 

则 /oo 竽0 ， v ^ eM , 从而. ? 0)会</0：：0-¥(：(对）为/之逆 
元. 但是 /eA 这与/是极大理想矛盾.于是，我们得到 aw 与 
m 之间存在一一对应 关系. 

<2)为 证职与 m 同呸，我们还要下列 

引理 5, 3. 2设 Y 是一个集合，在1"上给定两个拓扑 L 与 r 2 . 


19 


如果 7按卜是7% 的，而按^是紧的，又拓扑 L 比拓扑“弱 
(12 作 r iC ： r 2 )， 则\与 t 2 等价. 

证明只需证明每个 t 2 闭集必是 t , 闭集就够了，设是 
粜，从而紧集. 0按^的任意覆盖都是一神 r 2 覆盖， 
因而有有穷覆盖，这表明 G 是 q 紧集，又因为^桉、是7\空间, 
因此 C 还是 Tl 闭集， 

我们注惫到 9)? 上的 Gelfand 拓扑^是使得 Af *) 成为连续函 
数的最弱拓扑，从而上的拓扑 r M . 应用这个引理即得 
因此定理证毕. 

例2绝对收敛的 Fourier 级数与 Wiener 定理 • 

在上一节中我们考察过下列函数代数 

^ = {/eCC^ 1 ) |/(e")= S c n Qiu6 ^\ c n I < °°> > 

a = —or 

(5.3 J ) 

其中&是乎面 /? 2 上单位圆周，它按模 

11/1； = s 〈5.3.2) 

ft — V - 

构成一个有幺元的交换 Banach 代数 • 

我们要问，的极大理想 空间浙 是什么？ 

定理 5,5 .S (同胚 ）• 

证明 （1) 皆 先建立与 々之间 的一-•对应 • 

对于给定的考察同态 

M 〜是 一个极大理想 • 昆然八是一一的•反 

之，对干 v / e ®?， 心是 ^上的连续复同态.我们要证 t 必有 
使得化=^。，即 

= V/e -， 

成立. 事实上， 
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若 1 〈… 或 <1)， 则必有 

l <^, e ,N# >|-^co (当 n —+ oo 或” co )‘ 

但是 




这矛盾说明，3…。使得 
再由…的连续性导出 

〈炉 j ，/> = /(e 1 ^ n ) f V f ^ 9 
这样我们得到了 与心 之间的一一对应I 

(2) 注意到从而 bC : T si ， 其中％是沏上* 
弱拓扑_ 是圆周 S 1 上固有拓扑，应用引理 5. 3, 2. 

所以 

作为这个定理的应用，我们有 

定理 5.3M(Wi ⑼ er) 设 /e V 满足 /O ■。关0， 

则1//6 即1//的 Fourier 级数也是绝对收敛的， 

例3解析函数代数. 

在§ 2中我们考察过下列解析函数 代数； 

A 0 (D) = {/：D-C U 在 D 内解析， / 在 D 上连续}， 

(5.3,3) 

其中 D 是 C 上的开单位圆盘.它按范数 

||/|| =max |/(5r)| (5.3.4) 

4 I I 夂 1 

构成一个有幺元的交代数. 

定理 5.3.5 5R=D (同胚），其中3是 A 0 (D) 的极大理想 
集合 • _ 

证明 （1) 首先建立沏与 H 的一一对应. 

V 災 0 6 D ， 考察连续同态^ “ fBf ( w 山 以及对应的极大 
理想 V Wo = ker < p WQ , 这个对应 ^ 0 i -> i Wo 是一一的， 
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反之， VAd , 令 ％ :- qj 、 〆 )， 由于 = J ， 

可见 ％ e d . 再按〜 .. 的连结性可得：对一切多项式 p ， 有 <〜 & ， 
p > = p (^ o) f 以及对子一 yj /6 z 0 ( d )， 有(切 o ) •因 
此我们得到了浙与0之间 ——- mu 

(2) 与觉理5.3.】的证明一样，由引理 5.3.2 推得^：= %. 
从时训与13 NB . 

作为推论和应用，我们有 

定理 5.3- S 设八,…， V 』 D )， 若八没有公共的 
零点，则必存在心①)使得 

9山十…十 &nfn = “ 

证明如若不然，作由八 ，…, / rt 生成的理想 / = { fcj 一… + 
k n f n \ k ^^ ji n e ^ 0 ( D )}, 由 y ：、 元 1$/， / 必含 -_£ 某个极大理 
想夂内.由定理 5.3.5, 2 J ?= D , 可见八对应于 D 上某点《^使 
得 

J 0 = ler < p v ^ 

其中 〜 y 这表明 

/K«V = 0 ， « - I . … 川 • 

叫是 人.…， 八的公共零点，与假设矛盾，所以 ieA 定理获 

证. 

注当用 H 1 D > 代替 *\( D ) 时，定理 5.3.5 成为著名的曰 
冕问题 ( corona ) # 所谓 W 是指开单位_盘》上一切有界 

解析函数全体组成的函数集.不难验证，按函数乘法，它仍构成 
一个 Banadi 代数，其中范数是 

11/!U = sup 1/(5?) U 
i*r < 1 

日冕问题是指： Ds 沏是否成立？这里闭包当然是指在 9 K 
中的 * 弱拓扑下的闭包， 

这个问题有一个等价提法： 

对于给定的 / y ,/ ne //\ D ) 满‘足， 
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3 up]/j(sr) |> 5 > 0 ， V^e D> 

t 

问；是否存在 〜 e/^(D > 使得 

31 

^/j( 2 ygji,z)~i 9 
} -• I 

这个问题是由 s_ FCakutani 于 19U 年提出 • 并由 L Carleson 于 
1962 年首先肯定地解决的 • 近年来出现简化证明，如 T W"iff 
(1979) 及各伸推广 • 读者可参考 J .B.Garnett 所著 Bounded An¬ 
alytic functions 1981 ? Academic Press, 
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5.3.1 设 Z 是整数集，令 

^ = {/?Z^C| li/ll = 2 l/( n ”2 ’’、 <^\, 

按普通的函数加法和数乘规定线性运算，在 Y 中 d 入乘法如下 

/ * & W = 2 fin- k)g^k')„ 


求证： 

a) w 是可交换 e 代数^ 

(2) 令/^{2 6^<|31<2},则尺与刃?一一对应，而日 〆 

^ : £t 1 

的 Getfand 表示是 /( 上的绝对收敛的 Durant 级数 • 

5,3.2 令，为习翅5,2.1〗中的半龟可交换 B 代数，试找出 
它的极大理想空河卯.又仟取^6[0，1]，令 

^ - f/6^l/(x) - / ^ (x) 

求证/是的一个 m ® 想， ^；i 盐一个二维代数，而且这个代 
数有一维根. 

5.3,3 设 A / 是: T 2 E 拓扑空间，证明 M 的全体闭子集与 





的全沐闭理想之 M 有一一对应关系. 

5,3,4 令 W = {/ eC ^[ o ， i ]}， © 以范数 

»/!!= -P 

求证在普通的函数加法、萊法和数乘运算下^是一个〃代数•它 
的极大理想如何刻划？ 

5.3,5 在 ^ Baaach 空间^上规定乘法如下 

(尤 】 '2 人 "_•)( 夕 1 , h ， V ) 

二 (戈 l^i * X Z^ J >7 X ^Zf …） • 

证明此时 P 是一个无幺元的交换 Banaoh 代数而且||抑|<| ㈤ niyll . 
并且证明 

(1) 极大理想集诹与 Z 是——对应的； 
f 2) Gelfand 拓扑是离散拓扑！ 

(3) "的全体闭理想与 Z 的子集组成的 集合-—对应. 

5. a .6 设、 〆 是交换 Banach 代数且是半单的。证明 Y 的 Gel - 
> and 变换的值域/\^是 Cm ) 的闭集充分必要条件是存在常数 
八<00, 使得 V 托 Y 不等式 M 2 < iCl^ 2 ll (提示：运用习题 
5.2.12 的结论)* 


§4 &代数 

定义 5<4. 1设 V 是一个代数，映射* t 称为一个对 

合，是指 vAec 


(1) (5.4.1) 

(2) (义 = (5.4.2) 
(：0⑽* (5.4.3) 
(4) ( a *)*^= a m (5.4.4) 


阴此对合是^上一个周期为2的共轭线性反自 同构. 

例5, 4. 2设 i = C(A 仏其中 M 是一个 r 2 紧拓扑空间，定义 
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* :渺 — 炉，即 C(A/) 上的共轭运算，则*是^上一个对合. 

例 5.4.3 设 〆 其中 y 是一个 Hilben 空间，定义 
*: Ah ~^4' 则*是 Y 上一个对合 • 

定义 5.4. 4设^是一个带有对合映射*的代数， Y 中元 a 
称为 lierm 心元（或0伴元），若 

以 (5.4.5) 
引理 5.4.5 设 Y 是一个具有对合运算 * 的有幺元的 Banach 
代数，贝 IJ 

(1) a + a * 9 ，( a -， a *), aa * 均是 hermite 元， 

(2) 有唯一分解 a = w + it /， 其中 u , t / 均是 y 的 hermit e 

兀> 

(3) 幺元 e 是 hermfte 元； 

<4) a 在 y 中可逆当且仅当 0 可逆，此时 （ flrr A =( aH >% 
<5) 

证明 (1) 是显然的 . 令 ( a + a *)/2 ，y = i ( ft *- a )/2, 
则 W 均是 hermite 元且 tv ^ 设 a = t〆 + ! 〆 是另一分解， 
其中 u 、 〆 是 hermite 元，令 《> = 〆 - t », 于是 w 及⑼都是 her - 
«^ 6 元，故 

\w = (fw)* =：-= 一 iw 9 
因此 w = n ， 由此得到分解式的唯一性 .（2) 得证， 

因为 0 = 由 （1) 得（3>,由 （3) 以及关系式 （5.4,3) 推 
得 “)• 最后在 (4) 中用扁代替 a ,即得 (5). 

定义 5.4. 6 —个带有对合 * 的灯幺元的 Banach 代数 V ，如 
果满足 

|ja*a 卜 \\a\\\ yaej^, (5.4.B) 

则称/为一个 P 代数 • 

例 5.4. 2 与例 5.4. (J 均是 C * 代数 • 

引理 5.4.7 设^是 C ’* 代数，则 
(1) 11^11 = 1^11 ，V 托 
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(2) 奔 a 是 immik 元，那么 

证明 (1) 由定义知 || a || 2 = Si ^ ll < B^liWL 所以 il «!；< 
1^*11； 反之卜 M , 于是 V 这 ew , 有 Ik * 卜 IK 
(2) 当 a 是 hermite 元时， a ^, 故 || a | 2 = = (|考. 

显然 L ( W ) 的每个关千 * 运算封闭的子代数都是代数 • 
它的逆命题是一个深刻的定理，这就是 

Gelfand - Naimafk 定理栢个 C * 代数必 * 等距同构于 

U 尤）的某个对 * 封闭的子代数. 

因为这个定理的证明要求更专门的泛函分析知识，我们不去 
i 正明了_有兴趣的读者可参看 S,K,Berberin 的 Lectures in Func- 
tional Analysis and Operator Theory. SprLnger-Verlag # 

然而对于交换的 C * 代数，我们存 

定理 5.4.8( Gelfand - Naimark ) 设 i 强一个交换的代数， 
则它的 Gdfand 表示 r : V — C (9 Jt ) 是一个*等距 在上同 构，叩 
(]) P ( I ) =6(7), V /6 OT ; 

(2) r 是在上映射； 

(3) I !厂 aj cw = MU (5,4.7) 

证明先证明结论 (3). 因为 Y 是可交换的，所以由引理 

5.4,7 及 是 hermite 元， 

KP = j| = 

=II (a*a) {a^a) || = ||fl*aP = Ija(( 4 

=^> 11 半 H 、 

根据定理 5.2,18， 厂是一个等距同构，即有结〖仑 (3). 

其次证明结论<】)•由引理 5.4.5 知&有唯一分解 a ^ u +心， 
其中 w ， u 是 Y 中的 hermite 元.显然#二 w - i 匕于是结论 （1) 

化归成 _ 

引理 5.4.9( Arens ) 设托 j ^ S ： herniUe 元，则是饥上的 

实值函数. 

证明稂据定义以 （乃 ^(乃二于是只要征明 V 於 
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e '<#， d > 是实 值的. 事实上，设<>，幻=^+% vte 尺 1 ，有 


}<^,a + ^>| 2 <|a + tf(?p 

= Ja 2 -f J ^(| a 2 |j + t 2 # 

而上式左边等于 

Jc + r ( j 9+0| 2 = « 2 + CP + 0% 

若卢羊0,则取卜从，并让 A — + co 便导出矛盾 • 
利用 Arens 引理，推得 

rc* = Tw - ifv =： -Tu + ifv = .Tfl, 


最后证明结论 (2>, 即要证明 f 是在上映射，这要用到下列 
重要的 

定理 5,4,10( stone - Weierstrass 定理）设 y 是 C ( M ) 上的 
一个闭子代数，其中 M 是一个7 2 紧空间，满足 
(1) #有么元，即 
<2)对复共轭运算是封闭的，即 
(3) Y 分离 M 中的点，即若则必存在 
使得 / o ) 孕/00! 

那么必有 y = 

_连如果^是满足条件(1),<2>,(3)的 C ( M ) 的子代数，那么 
- C ( Af ). 

暂时承认它，我们来证明/ = 

事实上，我们已经证明了厂 〆 是的一个闭子代数，此 
外，显然有由结论 ( i > 知对复共轭是封闭的•兹 
证尸 〆 分离 W 中的点 • 设 A ， 八 eOT , 可取托人\/ 2 (或 

人\八），则 d (八>爹0， A (/ s ) =0( 或 d (/】） =0而 d (/ 2 ) 竽 ()>• 

应用 Stone-Weierstra 3 s 定理， C(9JJ) 定理 5.4.8 证 

毕- 

现在来补证定理 5.4. 10,先证实的情形， 

定理 5.0 CT 设 C ( M ) r 表示实值 C ( M ) 子代数，设 I 是 
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的一个闭子代数，满足定理 5.4, 〗0 +条件 （1) 与 (3), 那 
证明 r 若 / e 沒， m \ f \ e ^. 

我们知道 Vnez + , M 在 [- n ,«] 上可以被多项式一致逼 
近①，从而 v / e 爲在 [- II / INU / L 上，有多项式列匕(0—致 
逼近41，因此 P〆 /) 一致逼近 1/ U 由于货是闭的，所以1/16 
太 

2° v /，5 e 龙，由 r 知 

=^|-(/ + p + |/- si ) ejy ! 

f /\ g ^ min { f 9 g }- l-(f 

3 - VAeC ( M ) r , V ^ 5 , i / 2 eW , 3/ y 山 e 龙使得 

/ ti ( 犮 i ) = 办 （ y !) ， 

f , 、“/、 <5.4.8) 

f ViVtf (沒 2) -九(夕2) • 

这是芮为条件⑶蕴含了 35 ei 使得 0( a ) 式 5%) ，适当选择 
ajeR 1 ， 可使 • 

f Vl y 2 = al + 如 

满足关系式（5.4.8> . 

4° v / teC ( M ) r , vo > 0 , 3 /e j 使得 Iift-/||<h 
为此， \/ x 9 peM , 按选择/抑€牙使得 /xvOO = A ( x > 
并且 /ary GO = * W • 


①这 是古典 VTeierstrass 定理 的特殊 情形，可以直接证@如下,不*设《_ 

1, 在 上 IM —致收 «• 这 是因为 
» -• 0 


v^: 十名 1 - v/<l 十 e s )- (1-P> 


… \J a + 


而等号 ft 右边的级数在 [-1，】」 上一致收敛, 
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于是有 y 的一个邻域 #幼)， 使# 

f v y ( U ) > A ( U ) - 8 , 当 iV ( y ) • 

因为全体是 M 的一个开覆盖， M 是紧致的，所以 
3义，…山 ew ， 使得 

\ J^W = M . 

取 

f V f xy . f 

i - i 

即 

fxW = max f xv (u) # 

I c i ^ « 1 

于是对于每一个 xeM , 我们得到一个函数久00,它满足 t 
/ x < u ) > A («) — V w 6 - W | 

/* ⑻ =A ( x ) f 

/arG 貪. 

由于 / x 是连续的，的邻域 V ( x )， 使得 

/» ⑻ < k ( u )+ fi ， v ^ev w m 

全体邻域7<幻将 m 覆盖住，于是可得到 …，、 eM , 


〔5.4,11) 

(5.4.12) 




取 


M , 


m 


/⑻ =min f s (u), 

t^a * 


(5.4.9) 

(5.4.10) 


函数 / UO 满足 
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h ( u ) - e < f { u )< h { u ) V /6^# 

定理 5 AA 0 / 证毕 • 

定理 5.00 的证明 

取货 = wnc ( w ) T ， 则爻是 的一个闭子 代数， 满足 
条件 （ j ) 与 (3). 为了说明条件<3>，对于任意的 we M , 取 
/€，，使得/00关/00、由条件（2>，令 

5 =音(/ + /)，办=会(/琴 />• , (5.4.13) 

则 j ?, 并且 

f mK (5.4.14) 

于是有 ffOO ^£ KiO ， 歲者 hoo ^ ha /)* 这表明在■货上条伴（3> 
是成立的，应用定理 5.4.10% ^ = C ( M ) r . 联合等式 (5.4.13) 
与 (5,4. 14)，可见^=沒+ ^身，从而 

= C (A/) # 

至此定理 5.4. 10证毕， 

定理 5 . 4 . 10 是经典 Weierstra^s 逼近定理的推广，它在研究 
一般 A 紧拓扑空间上的连续函数中起重要的作用，要注意底空 
间 M 的紧致条件是本质的条件，当 M 非紧致时， Ston ^ Weier ^ 
trass 定理有如下的推广 • 

设# 是局部紧拓扑空间，令 C〆 ，) 表示全体#上无穷远处 
为零的全体实值连续函数.即具有如下性质的 CGT ) 中子集 | 
Ve >0, 3紧集使得 

\/( x)\<e 当 x 竽 £>•• 

定理 5.4.11 设，是局部紧 T 2 拓扑空间， Y 是 C ^(^) 
的闭子代数，设^分离，中的点，并且对于每个 xe ，， 存在 

证明 P = 表示# 的紧化空间，其中 { d } 表示#的 
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紧化点.令 

则^是的实值闭子代数，显然 lei , 并且 G 分离>中 
的点.由定理 5.4.10/ 

= Cd )“ 

但是，对于任惫的？ ec ($> 7 , / =卜所以 
C(io r -{/+r |/6 re R 1 }. 

故有 Y = 定理得证. 


习 题 

5.4.】设，是交换 B 代数，若^是半单的，则^上每一个 
对合运算都是连续的. 

5.4.2 验证 L ^ R 1 ) 上按卷积乘法 

(x*^)(0 = j^ i JC($)i/(i - 5)ds 

以及对合运算 

x^(t) = - O 

构成一个有对合的 S 代数.试问它是代数吗？ 

5.4.3 考虑§3中例3所讨论的解析函数代数 Za ( D ), 证 
明共轭运算是 A )( D ) 的一个对合，而且在此对合下 ^( D ) 
是一七 C * 代数.又证叨 映射勺 /— 尸也是一个对合, 
试问在此对合下 A ,( D ) 是 O 代数吗？ 

5.4.4 设 Y 是具冇对合*的 B 代数，的子集 S 称为正规 
子集，是指(1> &可交换，即《彳€&，有 4 = (2) S 关千 

对合封闭，即若 aeA 就有 WeA 显然对于&中毎个元《，冇 
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正规子集称为极大的，如果它不真含于任童一个正规 
子集中.设义是 V 的一个极大正规子集，求证 I 

(1) 沒是^的交换闭子代数 I 

(2) Nae 潘， 有〜(旬 = ov ( a >. 

5 . 4 . 5 设 Y 是代数，试证 
<1)若 a 是 hermite 元，则 

(2) 若 a 是正规元(指 (20 = 0 a 成立)，則 

\M =r(a>Ag U p{JA| a(a)}| 

(3) || fl || 2 = r (⑽ *)• 

5,4.6 设 a 是 O 代数， Y 中元 3 称为正的，记作， 
是指⑴ a 是 hermite 元，（2> cr ⑷ d [0, 十 co ]. 求证： 

⑴ V ^ e aa ^ O ; 

(2) 若 a ， be〆, a>0, fr>0 ， RlJ^ + ^Oj 

(3) 沒+如*在^^中可逆， 

5,4.7 设，是 Hilbert 空间， 〆 是 1(#) 的一个 C * 子代 
数，令表示 L (方)中可与 Y 中所有元交换的算子的集合， 
即 

{ T ^ LC ^ y \ TA ^ AT , \} 

称为 y 的中心 〈或 交换子），求证 〆 0 是0代数，并且在算子 
弱拓扑下是闭的. 


§5 Hilbert 空间上的正常算子 


5 J Hilbert 空间上正常其子的连埃算符演舁 
设免是一个 Hilbert 空间， iV 是#到自身的有界线性算子， 
如果它满足就称~是免上的一个正常算子例如 
自伴算子、酉算子都是正常算子 • 

对于给定的正常算子 W ， 用表示1(尤）中包含恒同算 
子/与正常算子 N 的最小闭 C * 代数 • 于是是由一切与二元 
多项式对应的所生成的代数在^(身0中的闭 
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包，在这个代数中对合是 

*: P(N ， N*)hP(N* ， N). (5.5‘i) 

易见 Yx 是一个有幺元的交换 O 代数. 

我们要研究的极大理想空间 OT . 我们将要证明职兰 
_)， 即沏与正常算子 W 的谱集同胚.为此先要证明：#作为 
中元素的谱集与作为 i (尤）中无素的谱集是一样的. 

引理 5_5.1( Shilov ) 设 Y 是一个有幺元的 Banach 代数 ， j 
是乂的一个 有幺元 的闭子代数，则对于每一个沒， 

dOj.ia^CZda^Ca), (5.5.2) 

这里 cry ( a )， o >( a ) 分别表示 a 在 V ， j 中的谱集，而3表示集合 
的边界* 

证明由谱集定义 5.2.14, 显然有 

a^ayz^a^a). (5.5.3) 

因此只要证明 ^*( a ) c ： ov ( a ) 就够了 • 

设又于是⑷,使得々0^00表示 
a 在分中的予解集) * 

假若有某个正整数《使得 

H (入 - a ) _1 1 < 1/ 1 A 0 - A n j f 

则由 

^ d — ( 又 o — A n )(? + (Ajj^ — d) 

= ( A tt 6 — 这) [( A # — a ) -1 ( A 0 -■ AO + 疗] 

推得 

< A 0 卜 ay ^ ( A〆 一 -又 0 ) 1 ( A n e - a )- 4 6^, 

*-a 

这与矛盾 • 这矛盾表明又因 
为 / v ( a ) 是开集，所以 

引理 5.5. 2设 V 是一个代数，货是 Y 的一个关于对合 
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* 封闭的闭交换芊代数 。则 

(1) 为了 ae 蘑在慮中可逆必须且仅须 ade/j 

(2) 〜⑷巧 〆 ⑷， (5.5,0 

证明 （2) 是 （1) 的推论，故只要证明（1)_ 

给定货，若 c 在 I 中可逆显然有因此只要证 
明若 a 在 〆 中可逆则有 a 因为 M ( X 是 herm 以元，按照 

引理 5.4. 9和定理 5.2. 15 

由 （5.5.3) 式 

于是应用上一引理 

a^(a*a)Z)cr v (fl*a) = da^(a*d) 

^Ddo^a^a) = ajf{a*a ) 9 

得到 %02〜） ：cr v (^* a ) # 

如今设于是有 ( flhrkY ， 即0硭〜( ㈣ ，故 
0^ a ^( a * a ), 因此 （ a 〜广1云分，从而得到 

a ' 1 = ( fa 〉， 1 # 亡見 

联合引理 5.5.1 和引理 5.5. 2,我们得到 结论： 对于正常算子 
iVeL (，)， 

a ⑼ (5.5.5) 

宠理 5.5. 3设斤是第上正常算子， jAt 是以身0中由恒同算 
子^与 N 生成的最小闭 C * 代数，职为的极大理想空间，则 

穴 N ) 兰妍 • （5,5.6) 

证明 CD view, 考察对应 

^(乃 = ( nv )( 乃 e 〜 A ,( w )， 

其中 r 是到 C ( W > 上的 Gelfaml 表示 • 根据定理 5,2.15 以 
及上述事实 cr ( N } = a, s (： r ) 9 可见％是一个从极大理想空间 JR 
到上的在上对应.以下证明 K 是一一的， 
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事实上，如果垆=少 0 ( 人〉， 则由 Gelfand 表示的定义, 
存在连续同态心,，^^ 為 — C ， 使得 
> W ( 八） = 妒 0 ( 人 > 

^ 少0(,2) = (r ^0 (人） =〈嗲 J 2， N >， 

进而有 

(rN* 〉（ j) =tn(Jo 

: rN ( j 2 、： < m *)(/ 2 ) =<^ j 2 ,/ v *> # 

苒由的连续性，上列两等式可以扩充到整个上.于 
是 V < j ^ v ， 有 

< ( Pj l y^> :=z < i Pj 2 ^>y 

所以人 

(2) 再来比较^与〜⑼，后者是复平面 C 上的诱导拓扑. 
因为 < T ( iV > 是紧集， r a { JV ) 是紧致拓扑，而〜是 Gelfand 拓扑，它 
是 八的. 由于 q 是 com ) 上诱导出的最弱拓扑，所以、 c ： 
应用引理 5.3. 2得到 定理得 i 正. 

推论5、5,4 ^^与 C ( c 7( A 0) 等距*在上同构. 

坪明由 Gelfand - Naimark 定理5.4.3 ， Gelfand 表示厂是 

^~到。(浙）上的一 个冰等 距在上同构.由上述定理证明知道 
氈是沥到上的一个同胚 对应. 对于令 
(ra)dz) = (A0(f ! O >)， V^ecr(^) # (5 参 5.7) 

于是我们得到到 c ^ t ( ao ) 上的等距 * 在上同构对应 r , 
显然 

(PN)(Z) = z, (TN”> ⑻ 二芝， 

( r /) (幻=1， （ PN ") (幻 =#• 

利用这个同构对应/%我们可以定义算子函数*事实上， v 炉 e 
C ( a ( AT ))， 令 

; 少. (5.5.8) 

于是不难验证下列连续算符演算规则 t 

(«5 P + jS ^ XiV ) = a 炉 （ TV ) +卢妒 （ iV )| 
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_iV)”(AOK^O# 

<5.5,9) 

ss(^N) = jVj 
5(N) = jV *， 

v ^^ eccor ( N )), v «^6 C , 其中 10 ) 表示取值为 i 的常函 
数，而 Z 表示 C ( C 7( A 0) 中的函数 2 T . 

按照这种连续算符演算规则，关于〜的算子函数?可以 
相当自由地进行运算.特别地，还有结论 

(1) 设炉 ed ( cr ( A r ))， 则 

NKAO ) = 0.5.10) 

(2) 设史 eC ( or ( W ))， 少 eC ( f ( a ( A 0)), 则 

(卜中 )（ iV )=_( N )> (5.5. 11> 

(读者自己验证）， 

利用连续算符演算，我们给出几个有趣的 应用， 

定理 5.5. 5 设〜是 泛上的一个正常算子，則为了 W 是自伴 
的必须且仅须为了 N 是正的（即 W 是自伴算子，而 
且 ( A ^， x )>0， Vre 淝）必须且 仅须以 W)cRh 
证明 （1) 设！ 由定理5 .2. 15知 

< r ( N )- cr ^( N ) = { i^(/)|/e 诹}. 

按照及托制引理5.4,9,汶（乃是实植函数， 故 < T ( N ) c ： R \ 

反之，若 W 是正常算子，并且由连续算符的对 
应， N ^^2( N )^ z ( N )= N . 所以 W 自伴 • 

(2) 设 W 是正常算子，并且由 （1) 知 JV 是自伴 
的. 因为是 C ( a ( JV )> 上的元素，记 A ^ /2 = y /2 ( N )， 则 
由算符浪算规则 〜 1/2 = ( W l /2 )*， 并且 N 二;因而, 
vxe ，， 有 

( Nx y x ) = ( XN l ， 2 )* N l 〜， x ) 
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^ CN^ 2 x f N l/2 x)^ l \N l/2 x\\ 2 ^0, 

即 W 是正算子. 

反之，设 N 是自伴的，而且 ( JVx ， x )>0, Vxe 身％ 欲证 
^( N ) crR ^ 由 （1) 知 a ( W ) cR 、 及(乃是上实值函数•考 
虑函数 max (泠(/),0)与 max ( ifr <；),0)- 允(/)，它们是妍上的 
连续函数，由对应关系式 (5. 5,8)， 

及 1(乃= mas (汶（《/〉，()), 

^ a </)= max (^(/),0)- 卽 >• 

都是自伴算子，又由于它们的谱集 CRi , 所以都是正算 
子.因为 = 可知 MiVfO , 而且 乂 = 

于是 

(X(NN 2 x ， N 2 x、 ：= - (Nlx } N 2 x) 

=- (N!x ， x) = - (N 2 N 2 x f N 2 x) < 0 , 

因而 ( ys ^ r ,^= o , v ^ e ^. 由此不难得到 

( N 3 2 x , t /) = o , v 文 ，夕 e ^% 

所以 w =0. 根据定理5, 4. 8及引理 5.2.16 

li^2[|-lf^ 2 ||=Iim||/V ； ri=o, 

翁 *-#AC 

我们得到乂 = 0_从而 

推论 5.5. G 设 P 是一个正算子，则必存在唯一的正平方根 
Or 使得 Q 2 = \ 此外若 Aei (尤） ， 满延 AP 二 PA , 则必有 
AQ^QA, 

证明 Q = ^由上一定理得出，它之所以为正，是由于 

a ( Q ) = a ( pi /^^ { ^| sea ( p )} cR i # 再由以上的定理，0 
必是正 算子， 

因为 Q 6 j ^ p , 而 Wp 是 P 的多项式按免上的算子范数的极 
限，所以由交换性即得 QZ = AQ . 

兹证唯一性设 A 是/>的另一个正平方根，则 
^ Q \ Q x ^ PQ l} (^与/^可交换暑考虑由/，^^仏生成的 C * 代 
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数则^是交換的，因此由 Gelfand - Naimark 定理 ， Colfand 
表示『是，到极大理想空间骱上的连续函数空间 C (沥）的一个 * 
等距在上同构.注意到 

r(Q ) 3 = i ( / 2 ) = r(Py = r<o?> = r((^y 

并且 r ( Q » o,f (&)>()，我们有于是得出0 = 
0 1# 证毕. 

5.2 正常算子的谱族与谱分解定理 

我们已经把正常算子 V 的算符演算扩充到一切上的连 
续函数， Bfiv ^ eC ( o *( N », 定义了 

、 (P(N) = r^(pe J^ffCzL (^) 9 

现在还要把这种演算规则扩张到更广泛的一类函数：有界 Boirel 
可测函数类 BW ( JV )) 上去.所以要做这种扩张是因为当 cj ( A 0 是 
一个连通集 ftf , 中实阮上不包含任何真正的 

投影算子 P <^参~0)(见下面定义5.5.7).事实上，如果存在投 
影算子尸则由戶 2 = h 可知炉会 2^ eC ( a (7 V 〉） 应满足 
^ = fy 推得或0。 

下面要讨论的谱分解定理是线性代数中对称矩阵 A 化对角型 
定浬的 推广： A 是投影矩阵， AicR 1 . 换句话说， 
我们要想把正常算子分解为一些投影算子的倍数之和，因此，我 
们将遇到许许多多与 W 相联系的投影算子，首先来讨论投影算子 
的代数运算_ 

设 M 是 Hilbert 空间，的闭子空间，对于任意元 xe ，， 可 
以唯一地分解为 

x =夕+夂， 

其中 i / eMyiM . id Px = ]/, 于是 •〃足 M 上的投影算子 • 易知 
投影算子 P 具有下面的 性质： 

⑴ P 是自伴的，而且 lin=ii 
( 2 ) P 2 ^P. 

反之，若有界线性算子打满足： n ^ n f /7自伴，则//是它的 
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值域上的投影算子 • 这就导致如下的定义： 

定义 5.5. 7 称为投影算子，若 

(1) P 是自伴算子> 

(2) P 2 = P 9 

一般说来两个投影算子的和、差、积不一定仍然是投影算 
子，但是如果补充适当的条 f 牛，那么仍然可以使得它们成为投影 
算子， 

定理 5 . 5 . 8投影算子心，^的乘积仍然是投影算子的 
充分必要条件是^\， A 可交换的， 

证明设是投影算子，若可交换，則 
( P x P ^^ PtP ^ P i P l = P l P Z9 

故 fVM ： 自伴的，又 

(P l P 2 y = W2 = = p i p Zf 

所以是投影算子 • 

反之，设 Ah 是投影算子，由 
P { P 2 = P[PI = 

知匕，4可交换 • 

定理 5.5.9 投影算子 Pi^Pz 的和 p t ^- p 2 是投影算子的充分 
必要条件是下列条件中的任意一个成立： 

(1) 1心=0(或者4匕= 0); 

( 2 ) P , 的值域与尽的值域成直交 ( gpv ^ eM^^e 
M 2 ， 有 X 丄 y ), 

证明设 A ，尽是投影箅子 • 若6 +尽是投影算子，则 
P 1 + P 2 =<P 1 + P 2 )^P? + P X P^ P 2 P^Pl 

= f \ + ^ 1^2 + ^2^1 2# 

因此， P i P 2 ^ P 2 P l = 0 . 从左右两个方向分别乘 以厂， 得到匕匕 
=故有 （1) 获证， 

现在假设 （1) 成立，来证明 (2). 任取义 e al ， 则存 
在 u 2 e 分，使得4\ =义，^因此 
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(U 2 > = = (P 2 P,X I? 5C Z ) =0* 

最后假设 (2) 成立来证明 A +匕是投影算子_记{扒 + y z 
l ^ i € M w j / 2 6 M 2 }. 由于 jW ，， M 2 直交 ， M = M : ㊉ M 2 . 对 Vx €#, 
作直和分解 

x = y ^ ss 9 

其中 zeM\ 苒将 y 分解为 

y^yi^ y 2y 

其中 AeMi ， t/ 2 eM^ 显然 = P 2 x = a ， 从而 
(P { ^P z )x = P l x P 2 x = y i + 夕 2 = 

于是尽 + P 2 是 M 上的投影算子.证毕， 

设 P |， P 2 是两个投影算子，如果 P # C ： P 2 #， 则称？ 1 是匕的 
部分 算子. 显然尽是 h 的部分算子的充分必要条件是 
M x^P^ m 

引理 5.5. 10投影箅子风是投影算子匕的部分算子的充分必 
要条件是下列条件中任惫一个成立： 

( 1 ) P\P 2 = P^P 1=^11 

<2) yxe^ 9 II 尸 〆 | j < l | P 2 xi |. 

证明假设 h 是 h 的部分算子来证⑴成立. Vxe ^ r , 由 
于厂 xeM ,， 其中^^是八的值域.因此故得 

p , p ^ p ,. 

两边取共轭 

( p 2 p^ = p^p^ 

但是 iP z Po^P\P\^P,P Zf 

故 

p 2 p ^ p [P ^ p X9 

现在设 （ 1 ) 成立来证明 （ 2 ). 任取 xe ，， 则 
I 〜卜 11^11 =叫 • 

最后设(2>成立来证明'是 P 2 的部分算子，用反证法，设 P , 
不是 A 的部分算子，则 但 ^ m 2 , 这里％ 2 是匕的值 
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域. 令〜在 >/ 2 中的止交投影为贝 ( iflMcllhl 而且/^ 0 4 0 , 
故 

II II = f ^0 II ^ 11*^0 II ~ II 

与假设矛盾，故 A 确为 h 的部分算子 # 证毕. 

利用部分算子的概念，可以讨论两个投影算子的差. 

定捶 5. 5.1〗两个投影算子 A,h 的差仍然是投影算 
子的充分必要条件是'为 h 的部分算子. 

证明设是投影算子■记尽則 = h + 
Pzf 由定理 5.5. 9, P ,^ CZP ^, 因此为 h 的部分算子 • 

反 Z, 设巧为匕的部分算子，则由引理 5.5. 10的条件(1>, 

得到 

(尽 ^ p x y = Pi - p 2 p ^ p , p 2 ^ rP ^ P ^ P l9 

又因是自伴的，故 A-，' 确为投影算子. 证毕 • 

现在回到正常算子算符演算的扩张.在 s ( a (/ v )) 上引入 
模， 

l*ll^8up{l^(z)llze^(^)} 9 <5.5.12) 

对于任意身％任意 p €C( cj (/ v )>， 映射 

^(^( N ) x f j /) 

可以看成是 C(0r(7V)> 上的一个连续线性泛函： 

I (p(JV)x f j/) j^|| ?J (N)||l|x-||||y|| 

~ Wew ⑻〕 ll x ll II^IU 

由 Riesz 表示定理，存在上的复 Borel 测度 m Xt7f 使得 

( 皆 （ JV)UO = f ^(^)^rty< d ^). (5.5.13) 

我们称 m xty { dz ) 为与 x， y e 义相关联的正常算子 w 的谱测度. 
我们知道作为测度，复值集函数，即对于任意 cr < AT ) 上的 
Borel 可测集&有 
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12 j o m x > tj ( di 5), C 5.5.14) 

它具有龛全可加性：对于 cr ( AO 中互不相交的 Borel 可测 集坏， Q 2 , 
…有 


)= (5,5_15) 

\ M _ ] ’ Jl =. I 

关于 W 的谱測度具有下列性质 ： 


⑴ LJ m ^ dz){ 


^( z ) m ar , v ( dx > 


-sup I ^ n^iisyb 

\9 \~l 

⑵对于任意 Borei 集13(3(7以），爪工 ■ y < fl ) 关干 JC ， y 是双 
线性的 (^ Cfa <| ttilineaT) s 

, * , + d « ^ (D) = , t y ( 幻 ） + fl 2 讯 ; t , , V (D〉j 


( Q ) ; a ' m x ， y 、 ⑼ + S 2 m x ^ - (£)) ; 


Va lt a 2 6 C , 

利用 { n ^， y ( fl )} 这两条性质，我们来扩充算子函数，设少 e 
5 ( cr ( iV )), 令 


f yidz^ t <5.5.16) 

J d 

这是 ， x 方上的一个双线性泛函，满足， 

J 

• : <WWIUL 

因此，由 Riesz 表示定理，存在唯一的有界线性算子， 记動 ( N )， 
满足 
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(iKN)w) = ^(z>m Xf y{dz) 9 (5.5.17) 

j <» ( A r ' 

从 s ( j ( ao ) 到 i (，) 的对应 q ( jv ) 显然是 r- 1 的一个 
扩张，并且有 

定理 5.5J2 映射 r; Ph^KJV) 是从 S(cr(JV)) 到 L(#) 的一 
个*同态，满足 

⑴ r| c ⑽" = r 、 

(2) 11^11 &(^) = H ^ L ^( A-nJ 

(3) 若少 6B(cr(/V)> ， 打 =1,2，"_ •• e. m X)!3Cf 

V ^ e ^ r , 而且 3 M >0, \\ K \\<： M , = 则， 

Hm h (/ V)x = 0( JV ) jc ， V ^ e^i / 

( 4 ) 若 AeL (妒）使得 AN = NA， 贝 l! 

Atff(N) = ^(/V)A. 

证明 】° 结论 （1)，<2) 是显然的•兹证 r 是 ，同态 以及结 
论 (3)_ 为此先假定 heC ( a (/ V )>, 满足 |^ J<Af<oo , 并且 
a e ‘关于一切，〜，… X6 龙，因为尸- 1 是一个同构对应， 
所以对于任意的》 eC(cr(N))， xe ^ , 

| j 梦 ( N ) xp = OkA ^ a :, tp ^ Nyx ) 

= «( MXN ) x ， x } 

=f \9 i s )[ 2 m X 99 idz ) 9 

J 〜2 n 

由此推出 

l ^ n ( JV > xuAOxjl 2 

= L aJ 炉” （2> ⑻ 1 2m i ， 1 (dzK 

因为 {&} 收敛，由 Lebesgue 控制收敛定理，是收敛点 
列》由潘测度的定义，可知 * a ft 关于一 '切 nt r ， v 也成立， 
再由 Ubesgue 挖制收敛定理， \/x，々e^T 
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J vtyy 

所以 lim « p ft ( N)x = 炉 （/ V ) x . 

2° 我们先 iiii 月 r 是*同态.事实上除乘积性质外都是显然 
的. 这里只须证明映射 r 保持乘法运算.设 h $ eS ( C 7( N >)， 我 
们总能取到〜， teC ( a ( AO )， 满足 hJ ^ W , D ^ IKM , n = 
1，2, …, 以及 a.e, m x ， ± ， \/ xe ^. 于是 

((史•中 ）（ AOr ， y ) = iimC (^^ n )( AT ) r > ^) 

=lim (<p n (N) if n ( N) x, y) 

鼴 —Dd 

= lim(^ n (JV)x, 95 n Wj/) 

Jl ― 

= (^( N ) x , ?>( N ) y ) 

= (jp<MyHN)x ， y }， 

免成立 ■ 所 ( n ) = < p ( Nwav ) • 

3 ^ 验证了 ^是*同态之后，重复 r 段的证明过程，将 
C ( a ( AO ) 换成 tGBOTC / V 〉）， 即得结论 (3), 

4°根据 r ， 当成立时 

A^(N)x - HmA^„ (N)x 

■ ~**讲 

=lim < p n ( N ) Ax ^ ip ( AT ) Ax 

讕 - ♦c/- 

= tff ( N ) Ax f \/ x ^^ r , 

即邱定理 证毕. 

下面将 s 出谱分解定理，首先给出谱族的-般定义， 

设，是一个局部紧拓扑空间，龙是 f 上一切 Borel 子集组成 
的集合类，设龙是一个 Hilbert 空间，记为，上投影算子 
全体组成的集合. 

定义 5. 5,13设£是沒到夕（足)的一个映射，满足条件； 
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( 1 ) E(^) 

(2) 对于任意沒中互不相交的 Borel 集序列 (4}, 

E { U ^0 ^ 卜! 

i ★ i - 1 — 并卜 1 

其中 S - lim 表示算子的强 极限. 我们称三元组 (义 ，沒，幻是一个 
谱族. 

设 cr , a ， 幻是一个谱族，那么显然有下列性质， 
(1>丑020:0， ^ 

(2) V 1 = 1，2, •”， n , Asfl 人 f = 〆 当哮/ 时 ，則 


丑 (Cj 令 2 邮山 

、 * - 【 • i~i 

(3) 若士， A 2 e 沒， 則 

^ (-^l n -^ 2 ) — £* (-^ i ) e (-^ 2 ) • 

可见谱族是测度空间 （，， j ) 上一个取值于某 Hilbert 空间上 
投影算子族的测度,定义中的条件(2〉是测度 S 的可列可加性. 

现在回到正常算子 W 的谱族的构造问题.对千给定的正常算 
子取# = C ， 并且定义 A 省—少（，)如下 8 


£(^> = r Xori4r(N)9 ^ Qe ^, (5_5.18) 


其中“表示 Borel 集 A 上的特征函数1 



外 A ， 
2 磋 A. 


(5.5 J 9) 


显然若集合=痧，则£似>=0,此外 £( C ) = 
B(a(N)) =/. 

稂据定理 5.5.12 以及上述定义，我们得到了一个谱族 （ C ， 
豸， £), 特別地有， vwe ，， 


( E ( D ) x , i /) = m XfV { Az ) 

J Qr \ er { N ) 
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^ m Xfy ( Qf ] cr ( iN )). (5.5.20) 

对于托 C , 记 A = {s + ueor ( AT ) Kims }, 并且 

令 

E(z)^E(Q t ) 9 (5.5.21〉 

az)^m Z9 yiQ z ) 9 ( 5 . 5 . 22 ) 

千是由 （5.5.20) 式，得到 

( z > = (£(^) x ,^). (5.5 4 23) 

并且(5.5.17〉式还可用函数〜， 1 ^)的3心1协积分表示 ） 

(^( JV ) x , y ) =：[ fCz } dm ^ y ( zy , (5.5.24) 

J <riU> 

这样我们得到了下列谱分解定理 1 

定理 5. 5,14设八是 Hi 】 be r t 空间妒上的一个正常 算子， 
( cm /) 是由 cs .5. i 8> 式定义的谱族，则对于任意的访 e 
存在唯一的算子蚁 A 0 6[(東），使得对 V \ J / e 深％ 

(^< N ) x f y ) = f ^( z ) d ( E ( z ) x f y ). (5.5.25) 

J viNt 

并且记成 

垆 (AO = f PO ) <!£(>)• 

J 

上式称为 WAO 的谱分解.右端积分 f 0 OOclfOO 是按弱 

的意义来理解，即尤，积分 f pood ( fio ) uo 存在, 

J tr(Ni 

上式等号也是按弱的惫义即按 （5.5.25) 式来理解•因此定理 
5.5. 14是正常算子 W 的谱分解的弱形式 • 下面将证明上式右端积 
分也可以按“ 一致的”意义来埋解，即按算子范数在 bbMgue 积 
分意义下右端积分收敛，且恰好等于 

设少（幻二; i (; r ) + w ( aQ 满足 •对 

任意分割\ 
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.•嗒 


吮士 a 0 < a } <“. < a n = M , 

任取 ^ P = l ， 2 ，*“, n ，? — 1 , 2 > i## | 
K 作和式 . 


其中 


S 么： 2 (fp + ^q)^(Apq) t 
f Iff 


Apq ^ I 。 （ N 、 


M( z ) G ： C a F-l I 

r (眾) £[& g - l ， 办 9 〉 t 



积分 (5_5.26) 在一致意义应理解为 VO >0，3^>0, 当分割 

IAI A max (|fl p - a p ^ x \ + jfr 9 - frg-i|)<5 

i<.t 
\<q <t> 

时，对任意选取的都有 

11〜-_)11<% 

事实上，按定义，取 0<5< e ， 就有 

iimm ， • 

= j 2 f [穸 O ) — (G + in q ) ld { E ( s ) x , y ) 

< sup §2( |d(£(«)^^)| 

.1 1 l，il n 、 1 J A, 6 


=sup S |d(£(j?)x^) j 

* » t ••: f1 ^ ^•A r .' 

<5 sup ||^!| |j/U 

4 ， ！ i ，」 an :二 I 

= 8< ic . 


于是我们证明了更一般的谱分解定理. 

定理 5 H 5 设~是，上的正常算子，对于任惫的蛇 

SO ( iV )), 积分 f V ^ OOdKo ) 在一致 意义下收敛，而且 

J a\Si 


垆（/ V ) = I 0 ⑺ d £( z )， （5-5-26) 

J d ， 
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其中五是由 （5.5. 18>式 定义的谱族，特別地 Vxe ，， 有 


/V 

^( N ) x = I (5,5,27) 

J tf(AT) 

若取 00) = 6 则有 


以及 


N = zdE^z ), 


Nx = f zdE(^)x 9 ^ 

J 妒 (iV:_ 


CNx.p) = zi{E{z^x^y) y V x 9 y^^ t 
J <rr^) 


若取特征函数 woo = x A o )， 则有 

h(w) = £(An_>). 

例 1 设 A 是自伴算子，于是此时 


力= AdS A , (5,5.28) 

J 

其中 

£■; = £■((— oo f AJf]a(A)) f - oo<A< +co. 

不难验证： " 

(1) A 当时圮<五^，即- £ a >0 i 

(2) E A — s — lim ； 

A’-A 十 0 

(3) E a = n , = /, 

其中 ^ lini 表示算子的强极限， pbifMeiTUe 疗 ( a )}， &二 
supfAGRMAe ^ C ^)}. 上述性质 U ) 是濟 族的单调性， （2) 是镨 
族的右连续性. 

例2 设以是 一个酉算子，则 <70/) c &, 而1 
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(y = j 2 \ i 9 dF fif (5-5.2 分) 

其中 F ,=£( cr(t/)n^o, 妁〉 • 


推论 5.5. 16对于任惫的托 SO(AO), Vx 云淝，有 



W(N)xp=f 

J inn 

<5.0 # S 0> 

i 

证明 

在定理 5,5.12 中， 

我们已经证明 


IlKAO 父卜 J 。 

WO ) 

，、m 

而 


i 

► 

推论 获证， 

饥 axOO = CE(z t )x y x') = 1 B (0)3： P # 1 


正常算子的谱分解定理以及公式 (5. 5.30> 是十分重要的•在 
正常算子的算子函数的运算中，它们是最强有力的工具，因为它 
们将算子函数的加法、减法、乘法以及取逆，转化成为相应数值 
函数的同一种运算.此外谱分解定理和公式 (5.5.30) 在正常算子 
谱集的研究中也起着关键的作用， 

5.3 正常算子的讲萘 

在第二章彡6中，我们已经给出了线性算子谱集的定义和分 
类*设 F 是 HiU>e r t 空间#上的有界线性算子，那么 

PiT) = {又6 C I (儿, 一 T)L } 

是 r 的预解集， 0CO 中的 a 称为： r 的正則值，它的余集 

or ( T > = C \ P < r ) 

是 r 的谱集， or(r) 中的 a 称为: r 的谱点.镨集由三个互不相交的 
集合组成I 

ocn: a v cn u \co u\(r>, (5.5,31) 

其中 
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= {AG C | ker ( A 7- T )^ fc {6}}| 
a c (r) = {a^- C I ker(A/ -T) - {0}, Ran (A/ ^T)= 免， 

但是 (AJ ” T ) m 无界 h _ 

<r r (7^ 〉 二 {A ^ C ! (A/ ^ T") = {0}, Ran(/A — 7 ) 9 

o >(7> 是全体 T 的特征值谐，叫作 r 的点谱， a e ( r ) 叫作 r 的连 
续谱集， C 7 r ( r ) 叫作 r 的剩余谱集. 

定理 5. 5,17设 W 是 Hilbert 空间，上的正常算子， （ C , 龙, 
幻是与 ~相关联的谱族，则 

A & e o>(N) <^£({ 又。 ]0 孕 0. (5,5,32) 

证明今”因为; Uecr P ( N ), Bx 0 e ^, 〜矣0，使得 

A / 乂 0 =又0父0•令 

八 …)I / I 、 

0， 名 £ 五 ( 又0，~^~)1 

其中是圆心在 A 。， 半径为^的圆盘 • 子是八 e 
B ( a ( N)) f = CW ( A 。， j )), 从而 

^ ( C\B (又。，士 ))4 = 0. 

令 ti ~^ oo , 得到 £((!^\{、})% = ()• 但是 RaC / V ))%: FCC )% 
: X D . 故推得 

E({^ 0 })x 0 = x 0m 

“<=^” 因为 S ({ 又 0 })本0，叮取 3 Co €£({ 又。})龙， 

则 E ({ A 0 }) x 09 由谱分解定理和投影算子的代数运算， 

^/ x 0 = ^ dE ( z ) x ^ 

J *ntn 
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K 


L 


zdE(z)E({A 0 })^ 

9{ N ) 

= A 0 £({A 0 })x 0 ^ 

证毕 • 

定理 5,L18 设〜是正常算子，则心 


证明 假若不然，设 、 ea r ( AO , 则 Ran ( V - iV ) qfc #， 
而且 ker(A 0 i- N) = {0} 4 因为 ker (^ 0 / - A/*) = Ran(A 0 / - AO J ， 
所以 Aecr P 〈 W ，， 记£«•为与相关联的谱族，則按照定理 


5,5.17, 

£»*({又。})羊0攀 

然而匕({心})=匕* ({&})，其中为与 iV 相关联的谱族，于 
是根据定理 5.5. 17, A 0 e^(A /), 这与假设 々 e 〜( AO 矛盾.故 
a r ( N ) = 0. 

定理 5.5. 19设 W 是正常算子， （C, 货，幻是与 W 相关联的 
谱族，则 

A 0 ecr ( N ) <==»V A 0 的邻域 U ， E ( L r ) ^0. (5.5.33) 

证明 从 设 va 的邻域 u ，£( f /) 本0，但是 A 0 e 
^(八），则必有、的某个开邻域 t //, 使得 u ' r\acm = 0 ， 从而 
E ( U ^) -0, 得到矛盾，故必有 A Q ea(iV>. 

设、€7(~)，但是 3A 。 的某个邻域 V ，使得 
E(W)=0. 根据定理5.5,：18,0^(的=必，故 Ran(i^—iV) =，, 
可知存在、6身％ [|Jc n ll - 1> « = 1,2,…，满足 （A。/， 

伹是由公式 (5.5.30) 


1 UV - A 0 W 

r ! A 0 -^| 2 d |[£(^) x n || J 


^un 


/ 


trUf)\Ut 


| A 0 - ziMy £^) x n |[* 
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其中 5< df s t ( A 0 ,3 f ；/)， 这便导出矛盾 • 所得矛盾 i 正明了 V %的 
邻域17, E ( U ) 丰 ()• 证毕. 

正常算子的谱集除了分解成点谱、连续谱、剩佘谱外，还可 
以根据谱点邻域上谱投影算子值域的维数来分类， 

定义 5.5. 20设 W 是 Hilhen 空间貪上的正常算子， （ C ， 
货， E ) 是与 A 『相关联的谱族.对于 AewW >， 如果 A 的任意 B «- 
el 邻域 t /， dim E ( U )^= + oo , 就称 A 为 N 的本质谱点，否则 
称又为尺的离散谱点 • 全体本质谱点组成的集合记作 〜⑻， 
一切离散谱点组成的集合记作心 （ W )， 它们分别称做为 T 的本 
质谱集和离散谱集， 

根据定义显然有 

cr(N) =<j, sr (AT) [Jcr d (N) . (5.5.34) 

定理 5. S .21 设 W 是正常算子，则心 （ N ) 当且仅当下列 
二式同时成立： 

(1) A 。 是的孤立点，即存在々的某个邻域 t /， 使得 

U fja (/ V ) = {儿山 

(2) \是有限重次的特征值，即 dim keraj - W ) < + oo , 

证明充分性是显然的，因为当 、是 有限重次孤立特征值 
时 ， ]Borel 邻域{7% f / / Ha ( N ) = { A 0 } 9 E { U f )^ =£({ A 0 })^ 

= keT (入 0 I - ， 故 dim £"( C /’） 十 oo . 

兹证必要性，设 U 为心的 邻域，使得 

dim JS ( CO 龙< + oo . 

若不是 or (/ V > 的孤立点，则存在 A n ecr (/ V ), n = 

A ft — A ， 而且诸 4 互不相同.不妨设取^的开邻域 K w ， 
使得诸互不相交， 而且心 « = 根据定理 

5.5 J 9, \/ n 7 E { K n ) zfzQ , 显然，当 时， £(/ C n ) 淝与 £(/ C n )^ 

不交，故 dim £ ( [J 尺《 =十 0 °，这与所设矛盾 • 因此、必为 
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口 ( iv ) 的孤 立点. 

又由 dim £({ A p })^<dim + o *, 可知 A 0 是有限 

重次的特征值_于是定理获证* 

推论 5.5. 22设#是正常算子， SM a e<7 … （/ V ) 当且 仅当下 
列三个条件中某一个成立 t 
(i> A 0 etM~)i 

(2) \ 是以 (W) 的极限点 , 

(3) A 0 是 无限重次的特征值 . 

习 麵 


5.5.1 设 W 是 Hilbert 空间上的正常 算子，求证 

(1) 若 $ peC ( cj ( W )), 则 

吻 ( A 0> ”( a ( AO ); 

<2) 若炉 ec(a(Ao) ， ，抑抑⑼”，则 

( 少。免） (N) = 少 （炉 （#))• 

5,5.2 求证 W 是 正常算子的充要条件是 i|Wx 卜 \\N*xU 

5.5.3 设 iV 是正常 算子， 求证， 

⑴卜 s « P nA | Mecr ( AO }， 又若 P 是多项式，则 

1^(^) li ^ sup{ | 户（几 ） i |A6^CiV)}i 

(2) 对于 Ae ^(，）， i 2 

r (i4) A S up{ I A| IA6 <t(A)}, 

则有 

WAr ^ r ( AA ^). 

5.^4 求证二个可交换正算子的积还是正算子， 

5. S .5 设 A , SeU 龙0, 0< A <5, 又 A，B 可交涣，则 W 
但当不可交换时，上述结论未必正确. 

5,5,6 设 W 是正常算子，则存在唯一的 P , Qei (方)，戶 
是正算子， C 是酉算子，使得 
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/V = PQ=#P. 

上式称为 JV 的极分 解， 

5.5.7 设泛是局部紧拓扑空间，，是 Hilbert 空间， （#, 
沒 ，五〉 是由定义5, 5. 13给出的谱族，求证 t 若龙，則 

^ (^1 n = £? ( 4 |) £ (-^2) • 

5.5.8 设 iv 是正常算子，£是与 TV 相关联的谱族，則 
¥8<^1集^：0，£(」)在由 生成的 P 代数的弱闭包内* 
设(眾） ， SN = NS , 证明 《^( A ) 〜、£(△)$• 

5,5.9 设 AMt 正常算子， 求证： 

(1> W 是酉算子 <=> a ( A /〉 oS 1 | 

(2) W 是自伴算 子令今 cr ( iV ) C ： R *; 

(3) AT 是正算子 <=^ ct ( AOc ： R ^ 

5.5.10 设正常算子#的谱集 a ( W ) 是可列集，则方有一个 
正交归一基丑=杪},其中 W 是 W 的特征元*并且有 Founer 展 
式 t 

V €5 

其中 Fourier 系数 ( Xj ) 除了可列个外均为 0 . 

5,5,11设 W 是# 上的正常算子，求证 W 是紧的充分必要条 
件是下列三个条件都成立， 

(1) a (7 V ) 是可列集， 

(2) 若〃 有极限点，它只能是0, 

<3 )若 Ae < HN )， >1^0，則 dimfi ({ A })，< + oo . 

5.5.12 设 W 是紧的正常算子，求证 

(1) 存在 W 的特征值 A ， 使得 | A |= j|Wh 

(2) 若 P eC < a ( JV )>, < p (0) =0,则 *(尺）也是紧 算子. 
5.5.13 设 W 是正常算子， S 是与#相关联的谱族，设穿 e 

C(o < iV)) f 记 w = kerp , 求证 

ket ( p ( N ) = Ran E (( o ) m 
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5,5.14 设 W 是正常算子，设0是幵茱， a (A/) czO, O 的边 
界30是 Jordan 曲线， 设* 在 C7 (A0 的邻域上是解析的，并且& 
在於的解析区域内，则 



(p ⑻ （zl - N )^ x dz ^ 


5.5.15 设 N 是正常算子， C 为 a(/V) 的一个连通分支，又 
设 Jcmi an 曲线 r c:P( N), r 包围着 c , 并且除了 c 外 r 内部没 
有其它谱点，证明 

E(C) = J (zI-N)^dz^ 

2 汩 J r 


§ e 在奇异积分算子中的应用 


非交换的 c * 代数远比交换代数复杂，我们不可能在这 
个课程里详尽展开关干非交换理论的讨论，但是我们想介绍一个 
例子，说明有些特殊的非交换 c* 代数还是有办法化到交换代数 
中去研究的. 

在上一章，我们指出 Hilberi 空间上有界线性算 
子 

T = aP b (I — P) K (5-6-1) 

成为 Fredh.lm 算子的充分条件，其中 P 是 P (SO 到自身的投影 
算+， a jeca 1 ) 是1 2 (々)上乘法算子，而兀是方上紧算子 • 
这充分条件是：对于每个0 

a(e^)^0, b(e i(f )i ： 0y (5.6.2) 

顼在来证明这个条件还是必要的. 

为此先考察乘法算子 aec (&), 投影算子 p 以及全体妒上 
的紧算子 c (兒)所生成的 U ，） 内最小闭子代数 y d ， 则还 
是一个 c * 代数， 

佴是因为： （1) C (眾)不是交换的，<2〉 [ a , P ]^0. 所以 
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不是交换的 . 然而 c( ，） 是 ic^r) 中的关于对合*封闭的闭 
( 双边 ) 理想，并且 0,P]ec ( 龙〉，我们将用商代数 

為 = Y 0 / C (，> 

来代替是一个交换的带对合的 Banach 代数，具有商模 
如下 I 

|| 〔 A ] 卜 inf \\A^K\\, (5-0,3) 

Kecfjr 

我们要指出贫 ^ 还是一个代数 • 

定理 S . G .1 设 Y 是中一个关千对合封闭的，包含 
C (，) 的闭子代数，则沒^ V / CU ") 是一个 C * 代数， 

证明因为 

[A]* W ]， 1| At ⑷， 

所以 

，[ A：n = _ ii . 

又因为皮是一个带对合的代数，所以 

BM * cAj |< icA]*|i ||[ A ]| = I [螺 • 

为了证明义是 C * 代数，只要 再证： 

IM + Mil>IIL^nil 2 o <5.6.4) 

为此需要 

引理 5.6. 2 在定理 5.6.1 的假设下，设 Aey 是方上的 

一个自伴算子，則 

|j[A]i=sup{|A||Ae^ (A)}, (5.6.5) 

暂时先承认这个结论，用它来证明不等式 (5.6.4), 设爪 = 
8U P {|A| |Aea e88 (AM)}, 应用上述引理，有 

m=||[A'4]|U 

记£为与自伴算子相关联的谱族 • 

对于任给 e>0 , 记 

F = £( R ! \( - m - ^ , m + , - 

则 F 是有穷秩算子，于是 f 以及 FA Vi ， AFeC (^). 此外 
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jiA ’ /i FA ^ A^m 十£. 

由于 

AM- FA^A = (A - AF) * (y\ — AF) f 

所以有 

||[ Ar [^ j | i -|! CAM]|t 

>|| (^ - AF)^(A - AF) p - e 
= \\A-AF\\^^e. 

因此得到 

定理 5. f ?. l 获征. 

现在回过来证明引理 5.6.2 
iciM = »up{IA||Aecr esrl (A )} # 

先证 “ IIWKM ，，• V £>0， 记 

F = £( R l \(- M - e , M +£)), 

其中 S 是与自伴算子 A 相关联的谱族， P 是有穷秩算子，故 K 
- ^ ecc ^), 并且 

AFi|^M+5, 

便推得由于 e 是任意的.所以 

再证 “«[ yu 口。对于 e > o ， 集合卜 

中至少有一个是 0 O 维的. 不妨设 rfiin £ 
( fi f W,_ 2 )) M ^ 记，， ( Ai ，. 》没％ 则对于任意 

I 圳卜 L ，寧中-+) 2 W ' 

另•方面，对于任意 KSC (方)，存在有穷秩算子使 
^■1 |X ^；( r |]< e /2 # 然而 dim(ker VC ,) < + 所以 ker / C , 厂| 
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中必含有非 0 元，任取其一记作则 

ii ( a - 凡）％[|>|1如。卜 ||(兀一 尤，）欠4 

这就证明了 - 

由00的任意性，推得所要的等式 IKJII 引理证毕* 

推论 5. S .3 L (^)/ C 〔方 0是一个 O 代数， 

淫1这个 C* 代数称为 Calkin 代数，利用 Calkin 代 数可以 
把第四章中刻划 Fredholm 算子的定理4, 6. 5翻译成： 

为了 Te 以#)是一个 Fredhohn 算子，必须丑仅须[7 1 ]在 
i (，)/ C (，> 中有逆 • 

推论 5. 6,4 爲 = iVC (猡） 是一个交换的以代数 • 

现在我们来求 jn 的极大理想空间 
定理 5. S .5 沥 G&x Z 2 , 

证明对子每一个八它唯一地对应着.％、上的一个可 
乘连续泛函注意到中泣汽由 c (&) 函放构成的乘法算 
子生成的*闭子代数以及由 W 夕}生成的*闭子代数省 
将〜^分别限制到货 s , 上，仍是可乘连续泛函. 

在身】上，因其同构于 C (々），3 te [0,2 JO 使得 

<<Pj 0 ,M> = 啡 ’、） • 

在上， （它只 有两个生成元 ty ]，「 PJ ) : , 

〜， [户 > 2 二 <幻) , cn 2 > :<< pj u ， [戶]>, 

所以，3〜= 0或1，即〜使得 

<穿」0, [戶]> = A 

这样我们已经建立了浙 —& xz 2 的对应 t 由 

于3^， 2 张 满了沒 所以这个对应是一一 的. 

再证这个对应是在上的.对于任给作 
上的连续 W 乘泛函如下： 

<n^ p > = £ q 9 
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<^, a >- a ( e i & i )) 9 

•凡> = 0， C ⑻ • 

这个 A i 秀 导出货 D 上的… •个可乘泛函少。，又因为 

leoi<l!^l! = lirP.1||, 

|a(e“o)|<|H = jlWIU 
所以还是连续的，它对应着一个 / oe ®?. 

应用引浬5.3.2，谀与 同胚. 定理得证， 

现在回到本节开始所述的问题.^ T=aP + fe (/- P ) + iT , 
如<5.6.1>式.我们来确定[巧6贫。的一个 Gelfand 表示，在这 
个表示中取定 

^([ fl ])( e ^, e ) : a ( t “、 9 厂（[?]) ( e " ，0) = 1， 

则有 

尸 （[ T ]) ( e " ，0> 二 ( e i M .0) 

= r c[flj)(e i %o)r( ： pj) (e io ,o) 

= <2( e ip ), 

rcLTJ) (e^J)=f([b(/-P)]) (e<M> 

= r <[ fc ]) ( e “， i ) 尸 ([/ - Pj ) ( e ^, i ) 

: H & c ). 

如此即得 

定理 5.6.6 为了 （5.0.1) 式中的 箅子* T 是 Fredholm 算子必 

领且仅须，对于 V 0 

A ( e ' ^>^0, b ( e f 9 )^--0 ^ 

证明充分性已在第四章定理 4. fi . l 0 中 ffi 过. 

必要性.为了 T 是 Fredholm 算子，按注1 , [ T ；^ C a lldn 代 
数乙 CT)/C (方）中有逆.后者是一个 代数. 而皮0是它的一 
个关于对合封闭的交换子代数*根据引理5,5,2, [:^^在 
中有逆.注意到沒。与 C ( S l x Z 2 ) 是*等距在上同构的，从而 
厂 ( m ) 在 x Z 2 ) 中有逆，这蕴含了吵，关0, 
VC 成立.定理证毕* 
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第六章无界算子 

我们以往讨论过的线性算子大多是有界的.但是在分析学和 
数学物理学中许多重要的线性算子并不有界.例如 0(0 上的微 
分算子，其中 Dc = R n ， 又如量子力学中的 Sch ^ din S er 算子： 

- A + V ( x ) > 其中 A 是 R 3 中 Laplace 微分算子，它们都不是有 
界的. 因此认识和掌握无界算子的理论十分重要_本章将着重研 
究无界自伴算子，讨论它的谱理论，还讨论自伴扩张和自伴扰动 
理论 • 此外还将 讨论无 界正常算子的谱分解和无界算子序列的收 
敛性》 


§ 1闭算子 

对 Rnn . ich 空间上的有界线性算子我们引过了算子范数，在 
讨论有界线性算子的性质时，算子范数曾起了十分重要的作用 • 
可惜 B ^ aacb 空间上的无界线性算子不存在算子范数，这就迫使 
我们从另外的角度人手，通过考察算子的图，引人闭算子概念* 
设#，叉是 Banach 空间，则乘积空间# x 夕也姓 Baruch 空 

m , 它的范数是= hUyb ， 

定义 6.1 J 设方％/是 Banach 空间，了是一个线性算子，其 

定义域 D ( r ) c :# 是，; r 的一个线性子空间，其值 戚 • 
我们称朶积空间 f x 夕上的线性子空间 

r ( r ) = {< x ， rx > e，x ^\ x ^ D { T )} ( 6 . 1 , 1 ) 

为线性箅子了的阌 • 如果图厂 CO 在， X ，中是闭的，就称算子 
t 是闭妁. 

设乃， t 2 是两个，到 y 的线性算子，如果厂 COczra 、)， 
就称 a 是7\的一个 r 张算子，记作 7 m . 
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对干线性算子若存在扩张算子 5 二) r， 使得 r<T> -r<5>, 
就称 t 遙可闭化的， s 称为 r 的闭包，记作 s = 

洤 1为了从 D(7')c :# 到只 ( T ) c 夕的线性算子了迠闲 
的，必须且仅须下列命题 成立： 

若 x n & DCn ， 气在空间，内）， 又 Tx n —y (在空间夕 
内），则 x C - D ( r )， 而且少二 7 x 

注2为了研究闭算子，可以引入 图模： 

L 响 II斗 + 网，，V K D 00， （6.1.2) 

其中 il • IU II • 分别是夕空间上的范数. 

不难验证，线性算子了是闭的当且仅当（0(7%[]*0)是一 
个 Banach 空间 • 换句话说线性算子 T 是闭的充分必要条件是它 
的定义域 DCO 在关于 T 的图模 D*「」 下是完备的. 

S 3 并不是每个线性算子 t 都可以闭化，因为 /rr) 未必是 
另一个线性算子的图.关干可闭化性有下列判別准则，线性算子 
T 是可闭化的，充分必要条件是下述命题成立：若、 eorr)， 
满足在#内），(在夕内），那么必有 j = 0( 即若 
(o,y)er^)， 则 y = o> P 

闭算子有下列简单性质： 

(1) 若 t 是. 一一的闭算子，则了—也是闭的》 

(2) 若 t 是闭算子，则 r 的核 /v(r) 会 = 是# 
中的闭集 j 

(3) 若『是可闭化算子，夕屐一个闭算子 ， TdSM TdS m 
这就是说可闭化算子的闭包是它的最小闭扩张； 

(4) 设 r 是一个闭算子，乂设 o(t)=#, 则稂据闭图定理 
如 F 是有界的， 

由性质 (4) 可知，对于闭算子來说，有兴趣的是 D(T) 弍， 
的情形.为此先假设 d < t ) 是免中的稠集，即满足 
这个条件的线性算子 T 称为稠定算子.对于闭算子7\我们往往 
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假定它是稠定算子，因为我们总可以把它的定义域所在的空间# 
缩小到它的定义域的闭包所 f ) 来考虑. 


下而引入稠定算子的共轭算子概念. 

定义6.1,2设 7' 是#到，上的稠定算子， D ( T ) 是它的定义 
域，记 


D ( T ^) 二 { 夕中 G 


3 x * e ^% 使得 yxeD { T) f 

0 /卞，厂尤）二（欠％巧 


(6.1,3) 


其中# '夕*分别表 示#, 夕的对偶空间•令 

T *. V D ( T ^ y $ 

则称为 T 的共轭算子， 0( T *) 为 P 的定义域. 

注4因为 D ( T ) 在，中稠密，啦一确定.定义中的等式 
( p \ tx ) = ( x '： o 是线性的，因此 r ^ ti 是线性 算子. 若 ，是一个 
liiihert 空间，# 则 （ e .】. 3) 式可改写成 

. 3 M v > o f 使得 vreDCO ，， 
i i (^, Tx ) l < M ,| tx || . 

了与 P 的关系可以通过图来考察 • 设 


D ( r ^) = ^ 


(6.1.4) 


< i ^> ej ^ x ，， 我们令 

=( 〆 ，》）+(乂'欠）， 


表示空间 x ，* 与 7 xy 的对偶 • 记 v : <— m ， 

则 V 是之到夕 X 少上的线性等距映射，称为转动映射 • 囹 
厂 cr *) 是内的线性子空间， fen 是夕 x 方内的线性 
子空间，因此 vr ( r ) 是， x 夕内的线性子空间，于是我们可以 
考察 r ( T ， 中点与 vr ( r ) 中点的对偁,由 ( 6 .1.3) 式中等式可知 
w > e 】、 or *) 必须且仅须 



(<^， X *>, V < x ， rx >)=0， Vx ^： D ( T ) 
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由此可得 


fO ^) = ^ VJ \ T)) m 


(6丄5) 



定理 6. u 任何稠定算子 t 的共轭箅子7^总是闭的。而 a 
当7\0：7\时7^(37^. 

此外还有 

定理 H 4 设，尨一个 Hilbert 空间， r 是泛到自身的稠 
定线性算子，则 

f 可闭化 T * m 定， 

此时 7 = 7^' 

证明 “《==”因为了*稠定，故是免到其自身上的闭 
算子，并且 

r(T**) = 1 vr(T*> - v^vr(T) 

丨 （ f (7，）） ( T ). 

设 T 可闭化， 倘若 D ( T ” 不稠， 则必有外6眾， 
外封，使得 i/ D e 从而显然 < Mo>e 

1 vr ( T * y . 这说明 vr ( : r ， 不可能是某个线性算子的图，但是 
r ( T ) = r ( T )=^ vrcT ^) 9 得出矛盾，故 r * 是稠定 算子. 定理 
获证. 

注5若了是 Banach 空间 ，的子 集 D ( T ) 到自反 Banach 空 
间夕的稠定算子，则上述定理仍然正确，此时 

欠= /；； r 料 

其中 G 分別是，以及夕 一—夕 _的自然映射 • 
定义 6.1.5 设，是一个 Hilbat 空间， 了是免 到自身的一 
个线性稠定算子.若了*是 r 的扩张， Te - r *, 则称 r 是对称的> 
若则称 r 是自作的；若： r 可闭化， rp 是自伴的，则称 
: T 是本质白伴的. 

从定义可见，为了稠定线性算子 T 是对称的，必须且仅须 
v 戈， yeD ( r ), 有 

(Tx 9 m) = (x f Tp) f (6 •: L6) 

其中 （• ， •> 表示龙?3间内积， 

因为 D ( r ) c ： D (7^), 对称算子的共轭算子总是稠定的，因此 
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对称算子总是可闭化的. 

注 S 对于 Hilbert 空间上有界线性算 f， 自伴与对称是同一 
个槪念.但是本章讨论的是无界线性算子，此时要注意自伴与对 
称的 E 别.为了了是自伴的必须且仅须 

( 1 ) D(T) = 

(2) (6.1.6) 式成立 • 

也就恐说 T 自伴的充分必要条件是7 1 对称而 aD(r) = r>(7^) • 
注7设了是自伴算子， S 是对称算子，而且 Tc：S ， 则 
T ^ S m TczS ^ T <^ SczS * czT * 9 故5 = = = 7•这 

表明自伴算子是它自身的极大对称扩张_ 

矜 T 是本质自伴的，则它只有唯一的自伴扩张 

例 M.S 考察 L 2 [ 0 ， i] 上的常微分算子 T= 设 

D(T) =CS[0，1 二，则 

a) f 是稠定对称算子 . 亊实上， vweD(T )， 由分部积分 


( ru ，) 




Vdt 


= (- u 7 © + 



= L u ( D dt 

= (n,Tv) 

( 2 ) T 不是闭算子，但是可闭化 . 

考察与 F 的图模等价的模 

tM] = (J:|u| 2 d“ f |ti 〃 |M£ ) 1/2 • 


由 Poincare 不等式 （ 1 . 6 . 9 ), 它等价于 ( 0 ，：!）上的模 



其中 a 是广义导数，因为所以方 ( A 在图模 r 
不闭，故 f 不是闭算子，但是 f 可以闭化，易知它的闭包是 


D ( T ^ MirO f i 2 r 

T •• u 卜 今- d 2 u ^ 

(3) 关干共轭算子我们指出 

D(r*> = {ue^[o 9 i2 1 iToa]} 

T*u = - ai 2 w , V weO (7 1 *)• 

事实上，对于任意的 tiei 2 [o，i]， 咚 c:[o，i]， 

(u,Tr) = ( - d 2 u f u)^ 

根据 D ( P ) 的定义 （6,1.4) 式，知 ㈡ ^52 ue ^[ 0 , 

a 

于是 t 不是自伴算子，也不是本质自伴算子. 

例 6 J .7 设是边界光滑的有界区域，考察 Hilbert 
空间 G ⑴)上的偏微分算 f：r = p m ( D ), 其中 

D a = ( — i ) … 

I ii 

p m ( l , …，; o 是常系数椭圆型多项式， 

aS ? l w < P m (D ^ M \ n \ 

Vfec % 其中 a，M>0. ^ D ( T ) =C-(Q). 

(1) T 是稠定对称算子* \ 

(2) F 的图模 

G w ] = ll u lll 2 ^o + II 尸 

等价于因为真包含 Cjroi)， 所以 T 不是闭算子, 

但是可以闭化，其闭包是 

T = p m ay >, Dm = H ^ Q ) 9 

其中是广义导算子. 
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(3) 了 的共轭算子 y ' 

D { T *)={ ueL ^ O )\ P m Cb ^ e ^ 2 (0)} 9 
T^u = P m {D)u > ^ we ^(7"*). 

故 F 既非自伴亦非本质自伴. 

注若 m T = T*, Dcf ) 干是 T 是本 

质自伴算子. 

习 題 

6.1.1 求证 Hilbert 空间上每个有界算子是可闭的.每个有 
限秩可闭化算子是有界的. 

6.1.2 求证注2中叙述的命题，即线性算子 T 是闭的充分必 
要条件是在图模下完备. 

6，丄.3设 7' 是町闭化『吻算子，求证 

JT* ^ 丁專 

e . 1 . 4 设 F 是 Hilbert 空间上的线性稠定对称算子，证明 
u) T 是闭的 = 

(2) r 本质自伴 <=^7 l c；T** = r > s 

(3) /、是自伴的^ >r = r**;r' 

G.i .5 设了是 Hilbert 空间，上的稠定算子，证明£1(7*〉= 
{ 0 }当且仅当尸(: T) 在， x 尤中稠， 

G.1-6 命题“设了是衆中稠定算子， \ fx ^ D ( T ), 有 (r；c， 
^) = 0, m Tx - o, V^ceD(r)” 是否正确？ 

6 J .7 设，，，是 Banach 空间，，是自反的， T 1 是泛到/ 
的稠定线性算子*证明: T 可闭化的充分必要条件是为稠定算 
+ • 又记泛到义 m 的自然投影为夕到夕 ** 的自然投影为 
证明了可闭化时7 = T 叫 ，• 

6.1.8 设/为 IT 上有界可测函数，伹是令 

d = | ||i/(x^(^)jdA：<oo |,设 teiHR 1 )， 定 
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义 

7>=(/,妒)妒 0 , V 祀 
求 iiET 稠定，求出： T *. 

6.1.9 设 T 是 Hilbert 空间淝中的线性算子，定义它的梭 
N ( T ^{ xe . D ( r)\Tx = o }^ 证明 

⑴若 0(7’） 在東 巾稠密，则 
NR{Ty 

(2) 若 T 是闭算子 ，则 ^ 

n<t) = r(t*vod(t). 

6.1.10 设 T 是，上的线性算子而且是一一的•考虑关于 r 
的另一些 条件： 

(1) 了是闭算子， ： 

(2) 了的值域是稠集； 

(3) 1的值域是闭的； 

(4) 300,使得!!7^||>1刎, \ Jx ^ D ( T) m 
求证 t 

00条件(1),(2)，（3)蕴含条件(4>| 

( b > 条件(2)，(3)， （4) 蕴含条件 U )> 

( O 条件 (1),(4) 蕴含<3). 

6.1.1】 设妒： i 2 [0， i ]， L = i 去, T 2 = t ~ 

D(T l )z,{ue W 绝对连续}， 

IMT ,} ={ ue ^\ u ( Q ) =0, W 绝对连续}， 

求证 7\， h 均为闭算子 • 

6.1.12 设 ，是 可分 Hilberl 空间，是它的们―•正交 
基.设 a 不是 {〜}=— 的有穷线性组合 8 令 D 为 {〜}■_ 
以及 a 的有穷线性组合，在/>上定义线性算子 


roSa +2咕） 二恥， 
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上式求和号中只有有 限个％ 不为零.求证 < a ， a > ef ^), < a ,0> 
e T(T) 9 因此不是某个线性算子的图 • 

6.1.13 设尤= 6令 

D ( T ) = { aei 2 l 3~使得当">\〜= 0, 同时 

i^o * 

对 fdeD ( T ), 令 

(Ta) n = i( ： Y J a j + 2 a >) 

j m 0 y ^ o 

求 i 正 I ^ 

(1) t 是稠定对称的， 

(2) i ?( T + i ) 在 P 中稠密 I 

<3) ( l ,0,0,.“） eD ( T *)， 而且 

(r* 十 0(1 ， 0,0,… ） -0 # 

6 丄 14 设『是％上对称算子，定义域为 Z ?， 设 AciADi 
是稠密线性集，记为算子：^^在0,上的限制*若：是本 

质白伴的，求证 T 是本质自伴的，并且 r = 

BJ .15 设， jPOl 1 )， 令 

D(T) = | ti ^ ^ J x z \u(x)\ 2 dx<cc |, 

对于 we D ( T ), 令(: TiOOO ^ mOO . 说明 r 是无界算子并且证 
明 T 是闭的， 

6.1.16 设 T 1 是衆上 稠定闭算子，求〖止； Va , te ^, 方程 
缉 

(^Tx ^ y - a 9 
1 x ■bT*” 

有唯一解 xeDcr )， s /^ D ( T* )t 
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§2 Cayley 变換与自伴算子的谱分解 


2.1 Cayley 变換 

设4是 Hiltart 空间，上的一个对称算子，則显然有下列等 

式 

( 6 , 2 , 1 ) 

事实上， ^( A ± t /) x \ l 2 ^(( A ± thx t < A ± ti ) x ^ 9 展幵括号即得 

上式.由此可见 

命 @6.2.1 ker ( A ± fT) = (0) 

命 «6,2.2当 A 是闭对称算子时，值域 《( A ± J ) 必是闭 
的， 

还有下列 Fredholm 结论： 

命题 S .2.3 若 A 是对称箅子，则 

ker ( A ^ ± tl ) ^ R ( AtH ) 1 (6.2.2) 

证明设2/6 ker < A *+ f /)， 则少€0(/*>，而且 
((A -，/) x ， jO = ( x ,( A ^ =() 

讨千成立，从商托尺（八-1仏，所以 kerM * + t 7) 
C ： R ( A - il ) m 

反之， lv & R ( A - tiy 、 这表明对干 Vxe/5(A)， 有 

=0, 从而夕 e£KA*) r 有 Of,(P 十 … 义） =0, v^c- 
DMK 因为 DM ) 在，中稠，故有 j / ekerM *+ t /) ，推得 
ker (, 4 * + iI)ZDR(A - //) ! # 

于是 诚明了 fcerM* + ，/> = R ( A - i ! y ， 同理可证得 ker (/ * - 
f/) = /?(A + f/>、 命题证毕， 

特别地，苦 k er (Z*±") ={(?}, 则 R(A T iO = #• 

联合命题 6 . 2 . i ， 命题 S .2. 2与命题 6.2.3 可以 推得下 列自伴 
算子判别准则^ 

定理 S .2.4 设4是 Hilben 空间上的对称算子，则以 y 三 
个命题等价: 
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( J ) A 是自伴算子 > 

(2) A * 是闭算子且 ker ( A *± J ) = {0}, 

(3) /?( Aq ： */) = 

证明 设 A 是自伴算子，由命题 6,2」 得到… 
W , 由定理 6. 2.3 知是闭算子，于是 (2) 成立， 

现在设 (2) 成立，即^是闭算子 lker ( M ± 〖 /) = {0}， 由命 
题6.2,2知只(，±^>是闭的，又由命题6.2.3知只01;』/> = 
ker ( A *± i/V =尤，故 （3) 成立. 

现在设 (3) 成立，即由命题6,2.3知1«^(>4* 
由于乂是对称的，要证明乂自伴，只要证明 D (， T ) 
CZD { A } 4 设由条件(3)， 3 ^ eOiA) y 使得 

(A* + >i)y = (A T iJ)2, 

但是因 AdX % 所以 

( A * ft !) Of ^ z ) =0* 

这便推得 y = 故 a 是 3 伴的 • 定理获证， 

推论 6.2.5 设 A 是空间上的对称算子，则以 f 三个 
命题等价. • 

(1) A 是本质自伴的 I 

(2) ker ( A ^ ± il ) = { B } 1 

(3) RlA ^ Tf ) :,. 

证明留给读者作为习题， 

定理 6.2*6 设 A 是 HUbert 空间，上一 个闭对 称算子，令 
U ^( A - il ) (A + r /)_' <6乂3> 

则 U ^ R ( A -^ il ) 到 i ? (A - 屮的等距在上闭线性箅子.特别地， 
若 d 是自伴算子时， U 是#上的酉算子 • 

注由命题 6.2.1 知当 A 对称时， （ A " f 定义* 它是 
R(A + i /) 到 D (>0 的对称算子，因此算子 U 可定义， 

证明观察下图 
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由命题 6.2.1, A ±1/ 是一一的.如图所示我们有 

j (A ^ tl)x = y 7 
1 (A — il)x - 


(0义4) 


联合等式 (6,2,1), 得到 

Il^[| 2 -Il (A + ir)x\\^\\Ax\\^\\x\\\ 

M 2 =\\ { A -^) xp =\\ Ax \\^ i \ xl \ 

故 W， 所以 t/i /: 怎是到的等距在上 
线性算子. 

下而证明 y 是闭的，设 he 只 (A +山， 而且 

要证明+ ")，且:？ = 现在令次％满 

足方程 则 (/_!/>、=：、.于是 X n = ^ ( J / n - ') 

今 ir (p _ z) • 记 x = Sr (卜幻 • 又〜 = 〜)一如》 + 2)- 


由于/是闭 算子，知 xeD ( A )， 而且 = 由此可得 

y - (A +tl)x > z = (A- il)x 9 所以 只 （A +") 且公 故 U 

是闭算子， 

特别地当 A 是自伴算子时， R { A ± iI )^^ $ 而※到自身的 
等距在上线性闭算子必是酉算子，因此 t / 是自伴的. 

定义 S .2 J 设 z 是％上一个对称闭算子，等距算子 

U = (A - 2/) {A + iJ)~ l (6.2.5) 

称 为/的 Cayley 变涣. 
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若记 V 为 HUfeen 空间龙上全体对称闭算子组成的集合，7 
为災上全体等距闭线性算子组成的集合，于楚 Cayley 变换是从 
集合^到集合，内 的映射_这个映射是一 一的.事实上，从 U 可 
以解出利用关系式 ( 6 . 2 . 4 ), 得到 


Ax - 皆 U + ") 夕， 


( 6 , 2 , 6 ) 


因为 fcer(/t 士 f /) ={8}， x 与 y 间对应是一一 ►的 ，因此存 
在，即1茫 jp ( t /)， 并且=£>(々•于是 

i/ = 2»(/- U)~ l x f 

代人 （6,2.6) 的第一式，即得 

Ax = i(7 ^U)U - U) ~ l x^ 

这样我们得到 

推论 6.2.8 Cayley 变换是力"到 f 内的-映射，当以是/I 

&c ay ky 变换时， !^c7p(L0, Ra-(J) =D{A ) 9 而且 

A ^ t{I - hL : ) (/ - Ur 1 , (6.2,7) 

上式称为 l 的 Cayky 反变换， 

推论 S .2.9 设 U 是4的 Cayley 变换，则 J e " (⑺ 
充分必要条件是3是有界自伴算子. 

证明根据 (6. L0) 式 

16 #0；)^>3常数如，使得 

若 ！e々< ⑴，还是由（6,2.6> 式， 

md 

< MH , 推得 A 有界.因为 / V 是对称的，所以 A 是有界伴的. 
反之，若^有界，由(6.2.4> 式，' lbii<(S|A +1)11^1， 故 ie 
收）, 推论获证. 

下面给出无界算子谱的定X， 

定义 G,2J 0 设迠一个 HUben 空间， A 是， h …个闭箅 
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芋， 定乂 


p ( A ) = Ue C ! 

I 


ker(2 / - A) * {0}, - St 

(zf — △)■{△(，〉 



^6.2.8) 

以 A ) 称为闭算子 A 的预解集， P ( A ) 中的点称为正则点. 〃（ A > 在 
C 中的余集称为 A 的谱集，记作 a ( A )# 〜 A 中的点称为 Z 的谱 


点， 

当 A 是免上可闭化算子时，定义 


<7(/4) - a (5) # 


定理 6.2. 11若 A 是内伴算子， WlJ <7( A ) cR l . 

证明由命题 6.2.1 及定理 6.2.4 知土 只要用 A = ii 

±⑼，咕 U 代替士，，命题 6.2.1 及定理 6.2. 4仍然成立，故 Ae/H 山, 
所以 WA ) czR \ 定理证毕 


2.2 食伴算子的譜分解 

为了建立向伴算子 A 的谱分解，我们首先构造与它对应的谱 
族.为此，利用它的 Cayley 变换 t / 的谱族(见第五章§ 5 

(5.5.29) 式），作变换 A =- ctg |, 令 

U “ ( 6 , 2 , 9 ) 

利用的谱族性质，推得： 

(1) VAeRS E , 是投影 算子； 

( 2 > 当 E,^£ x , } 

(3) ih . + Q ~^ - lim = E “ 

' iL : } 

(4) E 一 “s - Vim E , - s - lim F f . = Qi 

又"一 〆 & i ^ 

(5) E ‘身 } i -- lim £ x = s - lim m 

i — i * 以 T 2 Jf 

It - 中 s - Um 表示算子的强极限（因为 l 《 a p ( l /)，0 = 是 U 的 
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连续谱点，故 s ' - lim 

因此是一个 潜族. 于是根据第五章§5,对千 
V 伞 e 丑 （ RWR 1 上有界 Borel 可测函数集 合〉， VneN , 积分 

P ^( A ) d £„ (依算子范数下的一致极限）是有意义的，并 

且对于 v < e 牙％ 


]A n x^ = Q 0(A)d£ ： ^x,| (p(//)dE x x^j 
=f 0 (A) I 0 (A r )<d£ A <x,d£ A , x) 

1 J - ft ) -n 

-P \<PU)mE,x\\\ 

注意到条件 

0 = . = s — lira E l , / = £ + , = s - lim E Af 

入 〜， ， V 足 _ 十 〜 

所以 vpe 八，当时， 

A n^p) x V= [ 10(A) | 2 d||E^|! 2 ^0. 

丨九丨 （ ft 十， 


于是可以定义 

</>( A )^ 


0 ( X ) dE x ^s - limf 0 ( A ) dE “ 

»-*v.J —1» 


( 6 . 2 . 10 ) 


映射 0( 幻 h < MA ) 是有界 Borel 可测函数槊 fi ( R /) 到 U 象） 
内的一个*同态，满足 

J Ri 10(A) |Mj[£ ： \.v:J% (6.2.11) 

并且还具有下列性质 

( 1 ) W 4>( A)h ijty ^ II ^ 5 b <* 1 > 5 

(2) 当 04) 是实函数时， 0 M ) 是自伴的咽为\是台伴 
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的） _ 

(3) is 0 ； (A)e5(R 1 ) ? fl^KM<co, 1,2 ,-, 而且 
<hu)—<pau a.u 则由控制收敛定理 

s - lim - 0{-A) # 

i 

以 T 我们芯要把这个，间态扩张到无界 Borel 可测函数巢合 
到（无界）闭算子集合之间的“同态”对应， 

因为任意 Barel 可测函数0是一列有界 Borel 可测函数 


0 “ 入 ) = { 


0(入）， 

0 , 


当丨 000 
其余处， 


(6.2,12) 


« = 1，2, …， 的点点极限.我们自然希望通过访“>1)的极限來定 
义麻烦的地方在于，如何确定 0( A ) 的定义域，并且这个 
极限的意义是什么？ 

引理 6.2. 12令 

h = 卜 e ，「 |^CA ： i| 2 d|E^P<ooJ, (6,2,13) 
则^恩稠柒，并且对于任盘的 极限 

.* _ ♦ 

lim 0 w { A)x 

% 

存在. - 

证明 （1) 令 

an ”， PHkF n M )， c：£iV 

71 

事实 t , 对干任意的 xexr n ( A )，， 由定义 

J* 10(A) I 2 d ||^^8 2 </1 2 |[^| 2 < 4-00^ 

而 3. e , 当 77—00， 应用上述性质 （3>, 即得 
[ imx F ( A ) x - x , 从而 £ ，在，中稠. 

% —90 开 
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(2>对 千任意的再应用 （6.2.11) 式 

〜 0 n ^ cA ) x|| v 

= j - ( p ^. pU ) | M ]| E^p 

=| |0( A ) [ 2 d \\ E x xf ^ O f 

i ^ ri ^ oo . 所以极限 lim <^( A )、 当 xeS * 时存在.引理获证. 

\ - •« 

于是，对于任意（无界) Bwel 可测函数，可以定义 

0M ) :卜 lim<p n {A) f CO. 2, 14) 

M i.，. 

D ( ㈣ ） >= i ?“ ( G /2.15) 

并且，将此极限记成 ’ 

0(A) = \ j 巾（入 ） dE “ (6,2.16) 

下而，我们来考察这样定义的算子 0( A ) 的性质.显然， 
0( A ) 是一个线性稠定算了此外以>0还是闭的，这是因为 
D (0( A )) 按图樓 


L^u = (IMP + g 0( A ) xp > l/2 

=((1 + |0(； B )| 2 ) d ||£ iX | f 2 ^ 1 

赴完备的.事实上，设 {& J 是中按图模下的 Caud y 
列，对 Ve >0， 使得当〜讯时 < e •于运 
ll^rt ||0(^)^« -0( A ) X m j |<£, 因此存在 X，奸身% 

Um x n = x , hm ( f >( A ) x n = i ; 9 对于任给 是有界算 

ti •，、' _ ••••，《 

子 • </> N (A)x - Um (fy N (A)x n9 而瓦 

■l -• u 

il 0^ (*^) x -n ^ xtj if ^ it ^ ^ n II t 

令 m -*C。， 典； —致地成立 
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因此 




( 6 / 2 . 17 ) 


l^(A)x\\<gs^ il0(A)x no lU 

再令 iV — co ， 可得 

|]0 a )| 2 d |) K , x |^< cc , 

因此 xeD (0( A )), 对于不等式(6.2.!7>，令 iV — cc ， 即得 
因此 0( A )3 c = lim 4 > ( A ) x n = 所以办（山是闭算子* 

ft . w 

算子巾 ( A ) 还有如下一些性质(参考定理8,3,4〉： 

(1) a^iA) +a z 4> 2 (A)c ： 0h 中 ^ +a 為 ) (A) , 

(2) <^> l ( A )0 2 ( A ) C (0 1 0 2 ) < A ), 

( 3 ) 系 ( A 、 = 0 ( 4 )*. 

由 y •性质 （ 1 )，（ 2 ) 只是包含关系而不是等式关系，所以无界 
Bot ^ 可测函数集合到由 (6.2. 14)， <6.2.15) 式所定义的无界闭算 
子集合之间的对应关系严格来说不是同态对应，这就是为什么我 
们在前面提到建立它们之间的对应时用了带引号的“同态”的缘 

故， 

引逞 8,2. 13若0是实®的 Bwe 〗 可測函数，则 0( 山是自伴 

的. 

证明 （1) 先证 0( A ) C ：0( A )、 即证明必 M ) 对称. 

因为自伴， \/ x y peO (< p { A )), 根据定义 

((p{A)x^y) =lim(0 n {A)^,^) 

= lim(x 9 <p n (A)p) = (x 9 (P{A)p) f 

釅 ■^K *， 

所以 < K ^ hc 0 M )*. 

<2) 再证明 D (0( A )*> c ：£>(0( A )). 

任取 Ae 乃•因为 x n ^< l > n ( A ) t / ^^ F ^( A )( l ) n ( A ) t /^ 
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D (0( A )), 可见 


(<))(A)x n9 ^) - (x n? (p(A)*y) m 
但是由 t ( A ) 的自伴性 

(<j>(A)x n ^) - (<p n (A)x nf i/) = jx n \\ 2 p 


推得 

从而 

这就导出 


r W |0a)| 2 d||£,j/f<co, 


即得夕 eD (0( A )), 所以广） Ci >(0 M )) • 引理获证. 

定理 6,2.14 (Von Neumann ) 设 A 是龙上的自伴算子，则存 
在唯一的谱族 （ RS 沒 SS ), 使得 


4 = 


> AE , 


( 6 . 2 , 18 ) 


证明 (1) 通过>4的 Cayley 变换，产生了上述讲族 （ R 、 
从而可以定义一个自伴算子 


Ad£,, 


D(B) ^ ^E k x\\ 2 <oc ] 


注意到 


所以 V % D ( S ) 


X - - ctg 


0 


2 — i — c 1 fl ， 


Bx 


r n 1 + W 

i r ^ dF 〆 - 
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兹证只须证明与/有相同的 Ca y | e y 竣换•搴实 
上， 4的 Cayley 变换是 U = e ， 5 d /^ 而对子任意的*€ 

D { B ) 9 

C 2 « 2 t ri 

(B ^ if ) x = m r - 心 w 戶#? x ， 
f ? 11 2 e 1 Jr . 

(B-)f)x = i I Y~-^ dt 9 9 

从而 B 的 Cayley 变换是 

(B ^ il) (B + ilr l x = ^ 2 \ i0 iF,x =： Ux, \/xeD(B). 

因其为酉算子，故必为 t/* 

由 Cayley 变涣的一一性贸 ，^ ^ ^ A . 

(2) 唯一性 • 假若有两个谱族 f a }， 都满足 

Z = f 、 d £ A = pAd £' A _ 

J 〜 J … 


令 

Pr - R = £-- cl 80 / 2 > 

M 它们都 是以 上的谱族，并且 

"4「’ e “ df \ ? = 2 e Jfl dF ； 

J U J » 

是商算子.从而， v ” ez + ，有 

IJ ^ V n t in9 AF H = 21， e | Pd dF ；, 

Jo j ^ 

再作邁近， v 沪 eCtS 1 )， N x ， y € ’ 。 

^ J tp(0)d{F 0 x f y) = f ^C0)d(F^,^) t 

j() i 0 
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苁而由 Cd b 连续泛函数表示的唯一怜，椎得 V 0 e 
[0,抑]成立，故 £ A 二石';,， Va . 定理获证* 

下面我们给出无界自伴算子的谱的性质.它们与第五章中有 
界正常算子的谱性质相同，可以通过自伴算子的谱分解 (6.2. 16> 
与 (6.2 J 8) 式证明,证明方法与第五章讨论有界正常算子的谱性 
质时的方法相同，所以只列出结论， 

定义 S .2. 15埤； T 是 Hilb …空间上的闭筧子，其 i 普集 WT ) 
可以分解成互不相交的集合〜 ( T ), a e ( r ) 与 〜( T ) 之并集，其 
定义如下； 


^ p ( T ) = {^6 C I ker (:?/ - 7 1 )^{9}}| 


cro(T) 


ker (zl — T ) = { 6 } 9 R (zl — T ) = , 

< 2 / - T 厂 1 无界 • 


a r <‘T) - {z^ Q |ter(sf/ -T) - {fl} , ~RT^I^Tj 

它们分别称为 T 的点谱、连续谱和剩余谱. 

命题 e .2.1 G 设 A 是自伴算子， { EJ 是它的 i 普族，则 
々必须 且仅须 £ A 。- 

命题 6.2, 17设 A 是自伴算子，则 a T ( A >=0. 

命题 6.2. 18设/是自伴算子， { E ,} 是它的谱族，则 A 0 e 
aM ) 充分必要条忭是 Ve >0, £(/,)竽0，其中/,= (\-£,入 0 + 

定义 6. 2,13设 A 是，上一个 Q 伴算子，令 

托 cr “ A ) 或者〜< 幻 ’ 

但是 dim ker (zl ~ A ) = -r oo J 

°d = (怎 G 汀 p (^4) j ker < 2 / - A ) < + 00 } • 

它们分别称为 A 的本质谱与离牧谱. 

显然(次二全体①重特征值十谱的聚点， cr ( A )^ 
a dsn (•4) Uhd 

命题 6.2.20 设 z 是自伴算子， {&} 是它的谱族，则、6 


^ea.s ^ \ ^ (^) 
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( A 的充分必要条件是， VOO , 记！ 9 二（入人 + e )， 有 

dimR (E ( I 4 )) - oo 0 

习 题 

6,2.1 考虑 /^( R 1 ) 上算子 D ( A ) ^{ uel z ( R)l 

“绝对连续，证明力是自伴算子（提示：证明对 
于每个 1 / 6 公（乂 >， lim u ( x ) = 0 ,而且 Fourier 变换 厶 UR 1 )) • 

* 一 n 

6,2.2 证明推论 6.2.5. 

6.2.3 在"[0，》)中定义算子如 = fu ’， r ( A ) == C -[ o , 
①〉， 试问 X 是本质自伴算子吗？ 

6.2.4 设 /是稠 定对称算子，而且是正的，即 VxSD ( A )， 
{ Ax , x )^> Q 9 求证： 

U) 3(A + 01 2 >N 2 十 ||Ax|p, 

(2) A 是闭算子的充要条件为只(>1+/>是闭集； 

(3) A 本质自伴的充要条件是 A ~= _ j / 无非 零解. 

6,2.5 令 

•aT_ •*%. 、 

^ = f/( 2 ) = 2 °n zn f\ z \<i Si 〜 

，是一个 Hilbert 空间，相应的范数是 fi / i 卜 （ Uld 2 )' 在， 
上定义算子 G 和 A 如下： 

卵⑻ =2/⑻， 

(Af) (z) = i\— z f (5T) , 

1 - 怎 

求证 A 是龙上对称算子， U 是乂的 Cayley 变换，求出 R ( A + iJ ) 和 
RM -")， 

6.2.6 设 C 是，上对称算子， A 是，上某线性算子，满 
足 ZCIC , R(A + f /) = R(C + i /), 求证 

6.2.7 设 A 是眾上对称算子， R { A ^- i [) =龙％ R ( A -!7> 关 
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求证 X 没有自伴 扩张. 

6.2.8 设 V 是，上等距 算子； \/ xeO ( V) y [| Vxl | = | ix|| f 
则 

( 1 ) (Vx^Vp) = (x 9 y) t ^ x f yeD(V) % 

(2) 若尺 (/ — k ) 在，中稠，则 y - V ’是一你 

(3) 若 D 〈 K )， RiV ), /\ K ) 中有一个闭集，则另外两个也 
是闭集. 

0.2,9 设了是 Hilbert 空间尤上闭箅子， 求证予解集以 T 〉 

是一个开集 • v^e/xr), 算子 《r> 益 w -r )— ,求证在 
每个預解集的连通分支上， A (乃是 z 的解析函数，并满足7列 
预解方程 

R Zi ( T )- R ^( T ) ^ ( z ^ z ^ R ^ iTyR ^ AT ). 

6.2,10 证明命题 6,2. 16, 6.2.17, 

6.2,11 证明命題 6.2.20* 

§3无界正常算子的谱分解 

3.1 Borel 可測* 數的算 子表示 

设，是一个 Hilbert 空间， （ C ，爻，5)是一个潸族，即£是 
取值千方上投影算子的测度（见定义 5,5.13), 设 /( 幻是有界 
Bona 可测函数， 对于衆， 

( / ⑻ <1(£(尔，夕） 

Jc 

是尤上的双线性泛函，而且 

| /⑻ d(E ⑷ x ， 夕）1<1|川割|11冰 

J C j 

因此唯一地存在0 (/) 使得 

( 0 ( f ) x 9 p ) = / ⑻ d(C ⑺ x ， y ), (6.3.1) 
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引理 m 由 （6.3.1) 式所定义的少 (/) 满足 i 


⑴ _(/) x 卜人 |/| 2 d ||£(^) xp l ( S .3,2) 

(2) ^(/) (6.3.3) 

(3) ^Hg) =a0(/> ^P<P{g) (a^£C)j (6.3.4) 

( 4 ) 中 ifg) =<P(f)<P(QU ( 6 . 3 , 5 ) 

(5) 11^(/) II = |l/[( I (6.3.6) 


C 6) Tel (^), TE ( A )^ E ( A ) T f VBord 集 dcO 必须且 
仅须对于一切有界 Borel 可测函数 f ， T 0( J )= 0( f ) T p 

证明设 { G ， C ： 2 ，…， CJ 是 C 的一个分划，~是一个简单函 
数 ，在 CilHz ) : ct i9 定义 0( A )6 l ( 身0 

n 

少(九 ） = D a i E ( C i ) s 


因为毎个£仏）是自伴的， 

_ 

少 (*”= 2〜 £ ( C *) =0 ( 石 ). 

i - I 

设 { C ;， C 2 ，〜 iC ； J 是 C 的另一个分划， fc 是另一个简单函 
数，在 Ci 上 fc (幻二则 

0( A ) 少 ( fc > ^^^£(0^0)), 

因为 Afc 也是简单函数， 在 CWC ) 上 ( kk ) Or )= a J h 所以 

< P ( h ) 4 >( k ) = <P ( hfc ) • 

同理可得， Va ^ eC . 

0(ah + fik) - a0 (A) + JS<P(k) 

若 xje 身％由少 ( A ) 的定义， 


沙 （h)x，j) =2 a i( £ < c i) r >y) 
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h < H £( z 、 x ， y ) • 


闲为 

因此 


< P ( h )^^( h ) = 0(5 > 0( A ) = 0( hk ) ^< P (\ h \ z ) 9 

\\(p(h)x\\ 2 = (0(k)*<P(h)x f X) 

= (<P(\h\^)x 9 x) 


=jA| 2 d (,E(s)x 9 x) m 


所以 

\\0(fOx^\[h\\lx\\. 

另一 " 方面， x ^ R (E (Cj)), ^Ij ^(h)^ ^ a jE(Cj)x = ajX e 选取 
; 使得则 1^(/0 甽 =| 叫 IINU 所以 

]|^( A ) II = 11*11- (6.3.7) 

这样我们对于简单函数证明了 （1) — (5)， 对于一般的有界 
Bord 可测函数，可以通过简单函数序列一致遥近加以证明•由 
于(6.3_7)式，极限与所取的简单函数列无关. 

剩下只要证明 （6). Te “，)， : T 与可交换的充分必 
要条件是『与 0( A ) 交换， V 简单函数 I 仍然通过逼近可知(6> 
成立，引浬获证. 

下而我们要将关系式(6.3.1〉推广到无界 Borel 可测函数/的 
情形. 

引理 S . 3.2 没/是复数域 C .L Bowl 可测函数，令 


Df - | xe \ 1/1 2 d[i£(^)^j| z <oo|, (6.3.8) 

则 D /是 免中的稠集. 若 x ( ED f , 作#，则 


| I/Ml ( 厂 ㈡ X ， 夕 )|<_( |/|M[i£( 2 )xpj l/ 2 .( 6 . 3 . 9 ) 
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又若 / 是有界的 ，V 二 < i > ( J 、 y ， _ N / 6/7， 

d ( E ( z ) x ^ v ) - jd ( I :{ 2 ) x ^) ^ (6,8,10) 

证明对干 1，2,3,…， Vi^n = C j l / U ) 

若 xe /?(£；(/】 n ))， 刖 V AeJ ， 

E(^)x - £( 4 ) B(A n )x- B(^f) \)x 9 

所以 ^ 

(E(A)x 9 x) = (£(4n 、） JC ， 幻， 

因此 

(\ f \ 2 d { E { x ) x ^ x ) - \ f \ 2 d { E ( z ) x 9 x ) < n 2 || ac || 2 < co # 

J ) A 4 

这说明 /? ( 77 M n ) )c ：Du 因为 C = U J n ， ^ 

R ― I 

lim E ( t A Jl )]/ f 所以故是，中的稠集 * 

给定 rje ，， 首先设 / 是有界的.由厠度论的 Radon - 
Nikod y m 定理 〈参考 P . R . Hdmos 的“测度论” ） ，存在可测函数 
«, I …= I ,使得 

ufi ( E ( z ) x , y ) = 1/| dj ( K (^) x , j /) | # 

因此 

(|/|d| (E(z)x f y) I = ( c P(uf)x f y)^<P(uf)x\j ||j/;| # 

•- t - 

由引理 6. 3,1， 

l < Piuf ) x \\^ f \ uf \^\\ E ( Z ) x \^ 

J c 

-I \ fmE ( z ) x \\\ 

J c 

于是对于有界 Sarel 可测函数/，不等式 (6.3.9) 得证 

当/是任意 Borer 可测函数， xeD }^ ye 寸， Xa ，/ 是有 
界的，其中/ 4# 是的特征函数，于是 
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|/|dj ( E ( z ) x 9 y ) I 


^^ c \x A J\ 2 ^iE{z)x 9 y) 

<i^i((j c t/i 2d i £ < fif >^ii 2 ) iya f 1 ； 

所以 (6.3.9) 成立 • 

最后证明 （6. JM 0) 式.对于任意有界可测函数 


gd{E ⑻ x ， v ) 
c 


{< P { g ) x y v ') 


= (中⑻ x，0(/) 发） 


= (少 （/> 少 （5) x ， y ) 

=丈 ， iO 


所以 


成立.引理证毕， 


gjd ( E ( z ) x 9 y) y 

Jc 


d(E (z)x f v) = JddE(z)x f t/) 


定理 S .3.3 设 ，是 HUbert 空间， （C ,爻，月）为一个谱族，对 
千每一个复数域上 Bord 可测函数/，对应着一个#上的稠定闭 
算子中（/)， D (0( f ))= D f , 满足 


(少 （/)3C，S0 = j /(8T)d(£(z)x,^), (6.3.11) 

V ^6 D /, ye ^ r , 

\\^>( f)xp = j } f \^\\ E ( z ) x \\ V^eD f# (6.3J2) 


证明固定 xeD/， 由引埋 6.3.2 的不等式 (e.3A) 知 
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( Vd ( E (4、 y 〉 是免上有界共轭线性匕凼，它的范数不趙过 
Op . difi ⑷ xpy 2 , 所以存在唯一的元，记作少 (/) xe 尤，使得 

〈中 (/)x ， y) = fd(E(z)x,$f ) 9 

J i 

并且 

||0(/)xr<r \f\H\\E(z)x\\\ 

■、 } ° ^ .•飞 

上显然是线性的.此外 /—0(/) 也是线性的. 

记 A = 它是/的截断函数，由于 八是有 界的 ， = 

D f ， 由控制收敛定理， VxeD /f 

l0(f)x-<P(fJx\\^j\f-f n \^\\E (z) xj|^0, 

当由引理 6 .3,1 

I 紙； U 卜[1八1 2 屮|£(叫％ 

再令 n — co ， 即得 （0.3.12). 

至此，已经证明了对子每一个可籣函数/，存在稠定 
线性算子少 C 0 以为定义域，满足 （6,3.11) 与 (6.3,12) 式•还 
需要证明这样定义的中(/)是闭算子.下一个定理中将证明中(/广 
假定这关系式已成立，则少 （/) 二少（7)%由于中 （ J ) 是 
稠定算子，根据定理6.1.3, 0(/) 是闭 算子. 于是定理获证 • 
由定理 H3 给出的对应关系/ m0 (/) ,还具有以下的性质, 
定理 6.3. 4设中是由定理 6.3. 3所给出的从 C 上 Borel 可测到 
^上稠定线性算子的对应.则 

( I )少 （/) 少（众） C 中（/£0, 

D (0 U )^(9))= D g r \ D fs , 6 " Jl 
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<2) = C6.3J4) 

证明 （1) 首先假定 / 是有界的，则若 ye ，， 
则由引理 6.3. 2关系式 (6,3. 10>， 

(0{/)< P ( p ) x ,^) ^ (0{ g ) x t v ) 

== J /yd (E(2)x f y) 

= ( 0 Ug ) x > !/) > 

所以，对于 Vx ^ D }0 

^( J )<^( g ) x = 0 { fg ) x m 

设 u =0( ff ) x , 则 VxeD ff , V 有界可湳函数 /,? 

J [/| 2 d||£U)u« z =i[0(/)uf = 

当 / 是任意的可测函数时，等号仍然成立_只要等号一边 有意义 
另一边也有惫义，于是 

ueo f <^ xeO fff9 

因为 

所以 

D(<f>(f)<P(g)) = {xeD 0 \x^D fg }^D fg f]D g9 
现在任取作乃411£^，记《 =少(^)文，取/的截断函数= 
其中(怎）= 1，当|/( 幻丨 之）=0，当 j /@)|> 

〜干是 f i /-/* t 2 d <£(2 r )^,«) —>0, \\ fg ^ f n g \ H { E ( z ) x t x )^ 
0，从而 

^(/)^(^>^ = ^(/) w = lim 0(/ n ) u 

k -w 

- lim 4> {j n g) x = <P (J y) x 9 

a 
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这躭证明了 

(2 ) 先证明少 〔 f ) c ： 少 (/>' 任取斤巧， xeOt , »ij 

I —or 

= lim(x y 0 (f n )p) = {x y 0 (f)y) 

t — 分 

所以 j / eD (少 （/>*>， 而 R 中 （ jf ) c 少 （/)*. 

为证明少 （/> 二>中（"' 只要证明 D (< p ( f ) *) c ： d t 就足够 r ， 
任取 J / 6 £><0 (/)*)，令 v = 中 （ f )* y t 因为 / n =/ x d ,， 由⑴ 

是自伴的 • vxeD ( 0 ( f )( P ( x AM )) t 
(0(/〕 少 （ h ,) x , 夕） = (由 （ h ,) x ， < P ( f )* v ) 

=( 欠， ^( Xa 9 ) 少 • 

男一方面 

(中 （/) 少 （ Z 4 n ) X，iO = i ^ Un ^> V ) = 

因此 

所以 

令 n - ► oc 、 得到 = 定理得证. 

推论 6.3.5 (1) 少<力少（/〉* =少（|/1 2 )=伞</)呻〔/), 

(2) ^( f )< Pig ) =中 （ f 9) 当且仅当 D f 9 cD 9 . 

3.2 无界正常算子的谱分解 

为了导出无界正常算子的谱分解，需要下列 引理， 

引理 8,3. 6设了是 Hilbert 空间，上的稠定闭 算子. \ Q : 

1 +r*r, D (0) Cf*T) - {x^DCf) \ TxeD{T*)},m 
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(1) <?是 0(0〉 到，的一对一在上映射 i 

( 2 ) 存在(方）， ceU ^ r ), 适合 Piid , gC ||<： L，s 
是 Q 伴正算子 ， C = tb 9 并且 

BQczQB = 1 9 

(3) 记: HwV) : T ，， 则 r^T) = r(r) . 

证明对于任意 reD(Q), TxeD(T *) 9 

(x,Qx) - (x f x) + (Tx ， Tx), 

故这说明 (？ 是一一 映射. 

由 （ ns > 式# ( t *) =丄1厂（了>，可知雩 x 災 = rrr 。© 
± vra ) 9 于是对于每一个 Ae ，， 存在唯一的 & ec ( T ) 和唯一 
的 feocr 。， 使得 

<0,A> = <^,T + c> + (6,3,15) 

定义算子和算子 cjh ^. 显然 fi ， C 是线性 算子.四为 

6 < OM 2 = K^^>P + II <- Tb 9 bn \ 

得到 

故 I 岡<1， oqi <】. 

比较等式 (6.3.15) 的第一分量，有 = q 即得比 
较等式 (6.3.15) 的第二分量，有 

h=T*c + b 二 (mi、b 二 QBh ， 

所以 QS = /. 由此可知 Q 是 D ( Q ) 到，的在上 映射. 冏时可知5 
是，到 0(0) 的一对一在上 映射. 

对于任给存在唯一的 Ae 災， 使得 Bh 二 J ；. 于是 
BQy = BQBh = B ( QB ) A = BA = y ，故 BQczl . 

又对子任给 xe 龙，存在唯一的#€-0(0>使得:^^,故 
(Bx 9 x) = (50 夕 ， QjO =( 夕， 0j/)>u ， 

因此 S 是自伴正算子_ ( i ),(2) 获证， 
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_ 下籴证明 （3). 因为^是闭箅子，厂 ( T ) 是方 x 衆中的闭羊 
空间， r ( T ) 本身也是一个 Hilbert 空间.设<^7^>云厂<7^)%则 

vxei > a ^ n , 

0 - (o ， r/?> ， Of ， r.v>) 


= ( s 9 x ) + { Tz , Tx ) - ( z f Qx ) 9 
由子 to ) 得到2 = 0，因此777^ =尸(了）•证毕 • 

推论 6,3. 7 T 是稠定闭算子，则 7^ T 是自伴算子. 

证明由于 QS = /， B 是一一^的自伴算子， 所以 Q = 0， 1 也是 
自伴算子，从而也是自伴 算子. 

定义 6.3.8 设 T 是 Hilbert 空间妒上的稠定闭算子，如果满 
足 


T * T = TT * 9 (6.3.16) 

就称 F 是无界正常算子 <有时省略“无界”两字 K 
定理 B .3.3 设 N 是，上的无界正常算子，则 
(1) O ( N ) 


<2) \\ Nx \\ - || N * x ||, ^ xeD ( N ) ; 

(3) 若 iVcM ， M 也是无界正常算子，則 W = 

证明对子任意 J / eDC / V*AO 则 〈/ V ^/ Vy ) = 

( V , N * Np ) 9 又因为/ V 是闭算子 故 ( N ^， N * y ) = u /， 

N ^ N ^) = (}； y NN *!/) 9 浪为 N*N 二 NN \ 所以 
l |/ vy|l = ll ^^ i ], 当 # eD ( A r */ v ), 

仟取 由引理 6.3.6 的 （3〉， < x , Nx > erlW ), 其 

中/ V 是 A ； 在 D ( N * yy ) 上的限制，所以存在 A 6 D (/ V * JV)，t = 
1，2, … ，使得 Wx . 考虑序列由于 

它也是免中 Cauchy 列*于是存在身％ 
使得因为是闭算子，因此 xe £ UJV *), Z ^^ x . 
所 a_)cD(N ”, 并且 ’ 

JTV ^ U - ll ^ fl ^ HmliyV^II 

= iiml | AW | 卜 ([/ Vxll # 
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注意到 ~0 =八， 于是也是正常算子，因此 
D(N^) c ： D(N^) - D(N) m 

(1) 和 (2) 获证. 

最后证 (3 h 由 / VGA /， 得到 M * ciV *. M 与 iV 都是正常算 
子，所以 


D (M) = D (M*) czD (N*) = D (N) dD (Af), 

这给出 = D ( AO , 因此 M = N * 所以正常算子是自身的极 
大正常扩张.引理 i 正毕. 

下面将利用有界正常算子的谱分解来导出无界正常算子的谘 
分解.设~ 是义上 的无界芷常算子，将构造一列两两可交换的 
投影算子 PJ , 2^ = ^ 满邕 PWcNPi， / VP , 是有界正常算 

子，然后通过的谱族来构造 N 的谱族，从而导出 N 的谱分解. 
定理 S ,3. 10设 N 是#上的无界正常算子，则存在唯一的 

谱族 （ C ， jJ )， 使得 - 

(Nx,y) = J sd(E(s)x f j /) , yx6^(A r ) 

% 

(6.3.17) 

证明 （1) 构造投影算子由引理6.3.6,存在 ce 
L ⑷， 满足 || 丑 8<1 ， #C|K1, B>0, C = NB f 并 M 

S (/ + N^N) C(l + 釋 ) B 二 “ ^ 6 . 3 , 18 ) 

因为 = 由上式得到 

BN = BN(J +N*N)B 

= F (/ + yv * AOW 0 dWB = C , 

千逄 BC = B ⑽ ）=(_ BcCB . 由于都是有界的 ， SC = 
CB , 因此对于任意有界 Bod 可测函数以幻， 

ip(B)C = C<^{B) m (6.S.19) 

0 是自伴的， ^(B)dlOA^ 记为与 S 相关眹的谱族，因 
为 s 是一对一的，0备 h ( fi )， 因此 £ fl ({0}>=0 ， 这说明集中 
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在 (0，! 止 

选择 ⑷>， J >&>•••, him p _ = 0， 考虑特征函数 

Xi (0 - 

并且设八『=1,2,“、干是八是 a (扔上的有界可测 
函数.定义投影算子 

山], (6,3.20) 

由于 '丰 U 所以 = 又因为26=(0， 

Ui 所以 vw ，， 


f U G - I < 吩, 
io ， 其它. 


^ jPiX ^ E ^ ao . i ^ x ^ x , (6.3.21) 

(2) 构造谱族 ( C , 省,五）.由于 A〔O = ⑴ , 所以 

P ^ ^ NBf { (B) — Cf I (5) ^ L ( 泛） • 

另一方面 PiW = / i ( fi ) fiAfC /*( B ) C ， 由 （6_3 .上 9), 知 

P ^ NcNP ^ 、 (6,3.22) 

由于是有界算子， D ( NP i)= 龙， 所以 

R ( Pi ) C ： D ( N ), t = i ，2,.' (6.3.23) 

闲此，如果尸以=少，由 （6,3.22), P t Nv = NP … Ny , 这说明 
N 将映入到内， Bpi ?('> 是 N 的不变集， 

下面证明是有界正常算子.由 （6,3.22) 知 
( NP i y *<^( P i N )^^ N ^ P i , 

是有界算子，定义域是全空间，所以 ‘ 

裉据定理 0,3. 9的(2)，有 

\NP i x\\^lN*P i x\\^U^Pi)*xl Vxe^r, 

所以 JVP , 是有界正常算子(见习題 5.5,2), 

记£_为与 yv & 相关联的 谱族. 因为 /?(&) 是 N 的不变集， 
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与 AfP/riJ 交换，因此对于任盘 Borel 集 AcC ， 交 
换，即 

E i (AyP^P.E^A), i = J,2，“._ Oi.3.24) 

由 （ 6‘3.2J), 

2 II 汐⑷ fi 〜卜 IN 2 , 


^ SWAP〆 在兒空间中收敛，故可定义 

i 

E(A) = 2 E ， ^> p f> (6-3.25) 

i • 

显然 （ C , j ,£) 是一个谱族. 

C 3) 址明 （ H 17). 根据定理 6.3,3, 可构造算子 


D{M) =| x：6 ji^l 2 d!|£ ： (z)x^<oo ， (6,3.26) 


(Mx s y) = zd(E(z)x^p) f 


(6.3.27) 


Jtre ^(^) T . 由推论 ( L 3.5 知从是正常算子 • 现在要证明 
M ^ N . 事实上只要证明 NCM 就足够，因为当 WCM 时，由定 
理 6.3,9(3> 可得 〜 = 

若 xe 尺 （ pj , 戶 〆 ，干是 ( 3 ) 欠，且 


{Nx 9 ^) = (NP { x 9 p) = u d ( ii * (s)x,j/) 


- \z A(Eiz')x^y) - (Mx ， jO ， 

所以当 xe 尺 （') 时 nx ^ Mx 4 

对于任惫的 reo ( iv )， p t xeR { Pd 9 所以 
P*Nx = NP t x = MPjX, i= 1 # 

i 己 Of =/:> i +& + •• •十 p i , M QiNx = MQ ^, 闲此 
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<Q i x 9 Q l Nxy^r(M) y '=i ， 2, 

因为 r ( M ) 是闭的，当 hoc 时，得到因此 
r ( N ) czr ( M ) 9 即 A / cM _ 

(4) 唯 一性. 设 （ C ， 是使得 

= J ^ d ( E (2) x ， j ;>, 

VxeD ( W >， 成立的任意谱族， 

由于 A /*7 V 是正算子，它有唯一的正平方根算子，记作 
( N * iV ) 1/2 , 令 

T = N(I + (0.3.28) 

则 j / e ，, 

(Tx,t/) ^ ^(2?)d<£(^)x,y) t 

其中扒 2 ) = 2/(1 + Mi ). 由于以有界 ， Dd reM 尤），显 
然 f 是正常算子.山干 j 是一一的，因此 

(rx, 犮)' 卜 d(E(g~ l (z))x,y) m 

记 F 的谱族为由有界正常算子谱分解定理得 

T = ^zd E T ( z ) . 

因为？的谱族唯一，对于任意 BoW 集1 

E T ( A ) = E ( g ^( A)) f 

由此即得 N 的潜族是唯一的，定理获证， 

定理纟 . 3 . 11设〜是，上无界正常鈴子 ， （C • ,采，丑)是它的 
谱族 • SNa \ S ， 则对下任意 Borei 集 4 c ： C , 
E{A)S ^ SE(A), 

证明令\=>丨1 吶 <”}， Ui£(^„) =0„,/(^) 
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则 A ^ n 是有界正常算子，而且 


= jV ⑷ d (£( z > x ,： y > 

= J0 d (£( 广 1 ⑻) 

最后一个等号，作了积分变量替换，记的谱族为 E % 則由 
的唯一性， E f { A ) = E ( f - l ( A)) f 其中 zle ^* 当时， 

E ⑷， ，当 ㈣ 4 , 

i £(^ ucc - ^«)),当 oea . 

因此当 

E (4) = E ( A n ) E ( A ) - E ( A n ) E / (4) - Q n E f ⑷. 

由谱族定义(6,3.25>， V 4 dC , 由 (6.3.22) 式 

£(4) N ^2]£^(4) P^c 

9 4 

i i 

= NE ( A) i 
所以 O ^ Ve ^ Q^OjVOp 

设 se 丄⑵，训 crMs ， 则 

( 0 凡） (NQ n ) =Q n SNQ n dQ n NSQ n 

Cl ㈣ 、 } ( Qn S O n ). 

因为~(^是有界，所以 

iQn ^ Q n ) ⑽ n 、= ( NQ n ) ( QJO 山 
由此推得 <3 n SQ ft 与 P ( A 可交换. 

任取有界可測集 4 令《充分大使得 dczd n , 于是 
Q n SE(A) ^ Q n SQ n E(A)^E^ (^)Q n SQ n ^E ( 4 )^, 

令 ri — co , 即得 
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SE(A) = E(A)S, 




从而对任吾可测集上述等式也成立.证毕 


习 超 

6.3.1 设 W 是正常算子，求证 W 也是正常算子 • 

6,3.2 设丫是稠定闭算子， D(T)=D(7^),l)7^|| = n 
ixeD ( T ) f 求证了愚正常算子 (提示 ：先证明 (rx，7>) =(了4, 
r * iO ， ^ x ^ t / eD { T )) ^ 

6,3.3 设 A (尤） ， M , TV 是泛上无界正常算子，如果 
CLN ， 求证 LA ^ ciA ^ L . 

6.3.4 求证眾上闭稠定算子/ V 是无界正常算子的充分必要 
条件是下列二个条件同时成立. 

(1) D { N ) ：= D ( A/*)j 

(2) ATTA ^, ^V -/ V *) 是自伴的，它们的谱族可交换， 
6.3.5 求证尤上闭稠定算子 W 是无界正常算子的充分必要 

条件是/ V 有分解式"=4 +出， A 岁是自伴的，而且它们的谱族 
可以交换. 

6.3.6 设~是无界正常算子，求证存在酉算子 U 和正的自 
伴算子厂， 使得 

N=UP = PU m 


6.3.7 设/ V 是无界正常算子， （ C , 沒,幻是它的谱族，证 

( 1 ) zec p (N)^=>E^})^ 

<2) o>(AO = 0 f 

(3) VBord 集4， ze ^ 9 有丑(山竽 <)• 

6.3.8 设 w 垦无界正常算子， e 是它的谱族，令 




€ cr(iV ) 丨 V 2 的 B ° rel 邻域 ' 1 

, idim R(E(A)) = + co .) 


哪 ( A f ) , 
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籴证 ， ecr d ( ") 必须且仅频 Z 是有限孤立特征傖， < N ) 
当且 K 当3是 a (~)中的极限点或者无限重待征值. 

6.3.9 设篆是 Hilbert 空间， （C ，沒， 五 >是任意谱族， /，ff 是 
Bore) 可测函数.求证沴(/)少（5) = W/ff ) 当且仅当 ^jgdD 9f 
其中分别是由 （6.3 J1)，（6.3. 8〉式所定义的. 

6.3J0 设，是 Hilben 空间， <C,U) 是任意谱族，设/是 
有界 Borel 可测函数，证明依算子范钕，枳分 

J f{z)A E{z) 

在 Lebesgue 意义下收敛，而且 

伞 （/) =jj(z)d E(z), 

其中 0 (/〉 由 （ 6.3.1) 式所定义， 

6,3.11 设象是 Hilbm 空间， （C，f，£) 是任 意谱族 ，设/ 
是 Borei 可测函放，记 ^ {z\ \f{z) , 

证明 

中 if 、 = s - lim 0 (f r j , 

其中 0(/) 是由 (0.3.11) 式定义的. 

§ 4自伴扩张 

4.1 W 对 称舁子的亏拍 数与自 伴护张 
我们在本章一开始就强调过，对无界算子而言，对称性与自 
伴性是两个不同的槪念，这两者的区别是要认真对待的，在§ 1 
中，我们已经用微分算子的例子表明这神差异在算子边界条件上 
的反映.在这一节，我们还要从谱集上来描写它们的区别.更重 
要的，辑们要 讨论： 在什么条件下一个对称算子可以扩张成为一 
个自伴算子.首先考察 DM 〉 与的关系. 

定理 6.4,1 (Vo I Noumarm) 设 /I 是 Hilbert 空间貪 上的一 
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个闭对称算子，则有下列直和分解， 

£>(A*) = D 0ker(/l ，i， - j/) ㊉ ker(Z* +i/) . 

，‘. ‘ （6.4:1> 

并且对于乃 M *)， 设 r h 其中 x + 6 
ker ( A * - :/) , x — tkerCA * + J )， 贝 lj 

A*x = Ax +a+ - ix_ # (6.4.2) 

证明以下用 D 表记 k e r ( W 平 :7). 

先证明 D ( A ), D + 与是线性无关的子空间 • 事实 
上，设 x ± eD ± f 又设 x c +々+ x 二2匕两边冏时作用 
A ^- tl 9 注意到- 2 d , 得到 , 

(A-i7>x 0 ;2 〜 

但是因为- t / r , 所以1 = 0 .同理推出心 
从而〜=火因此 £>< a ), d + 与 cl 是线性无关的子空间 • 

(2) 显然有 0( A ) ㊉ 兹证 D ( A *) c ： D ( A > 
㊉ 仏 ㊉ D —• 

根据命题 e. 2,2及命题 fi .2. 3，貪^对于任 
意 x ^： D ( A^) f 令]/ = - f/)x 有分解 

. y = + y%y 

其中尺 （/ _ 山， 1^2^ • i 2 

x - — 士 

别 /4* x _ =： - : X -，0 fi ^ x _ eD ^ 再令 jr c fD ( A )， 使得 

{A - i/)x 0 = y l9 

于是 

& • 二 （A - 2 找 _ 

二— il ) ( at 0 十 r _〉， 

惟得 

( A * - il ) (X - x 0 - x ^) = 0 * 
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再令 尤 + =¥-尤。-欠_6公 + ， 即得 

JC = JC 0 + AT + + X __ 

于是 (6.4.1〉 等式获证， （6,4,2) 式是 (6,4,1) 式的直接推论 * 定 
理证毕. 

洼正如命题6_2.1，6,2.2,6,2,3以及定理 6 .2.4中: H 可以 
用 r 及 Im 3^0来 代替. 定浬 6.4.1 中 的土！ 也可以用 I ® Z 本0 

的3与2代替 • 于是设 zee ，3 m ^0,则有下列直和分解 
D ( A *) = ㊉ ker ( Z * — ;?/) ㊉ keir (_ A * — 龙/〉. 

(6.4.3) 

并且对于任意设分解式为其中 h 名 
D (>4)， r + e ker (> l * - z /) ， X -6 ker ( A * — 以），則 

A*x = Ax ^ sx + + Sr_ # (6.4.4) 

定义 K2 设 4 是，上一个闭对称算子， 设心 =dim(A*=F 
H) 9 则称数对（〜， rtj 为乂的亏指数 (deficiency indices ) ,记作 
def ( A ), 

注 心 可以取 oo , 

推论 L 4.3 为了闭对称算子 乂是自 伴的，必 须且仅 须其亏 
指数 def ( A )- (0,0), 

引理 G .4.4 设/4是尤上一个闭对称算子，则对于任惫 
C ,】 mar ：>0, 有 

dim ker (A* - zl) - n” 
dim ker(A* - 豸 /) = ««, 

其中 C « + ,».) = def ( A) m 

证明设 sec , 只要证明当 ^ ec 适当小时有 

dim \eT(A^ - zl) - dim ker(A* - {z + z f )l) 

就足够了，即只要证明 ker ( A *- W ) 的维数局部是常数 • 

设 2 = &芊 0* 拥为乂是对称的，对于 

\\(A-^I)u\\^^\}u\\\ 

任取 a ker (A* ^ {z+z^I) 9 ljx|| = 1, 若 C ^r(A*-zI) 
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设 aeD ( A ) , (A - = 由上面不等式知 

(8.4.5) 

另一方面 

0 = (( A * - (s ^ z f ) I ) x 9 u ) - ( x , ( A - 2l ) u ) - z r ( x 9 u ) 

可知于是当 |<| b | 时导致与 ( S .4,5> 矛盾的不 
等式*这说明 ker(#、p + ^)/) 中不存在 r ,使得 r € fcer(W 

，疋/)、由习题 6.4.4, 当丨？丨 < IN 时，有 

dim ker ( i 4* — (z + z y )/) ^dim ker ( A * —；^) • 

运用词样的推理，可证明当|^1<41/2时，有 

dim ker ( A * - j?/)^dim ker ( A * - (^ + ^ 7 )) # 

所以当 >' l < IM /2 时，有 

dim ker ( A * - (z + jz ? / )/) = dim ker ( A * - zl ) # (6.4.6) 

引理证毕， 

定理 6.4.5 设乂是方上的闭对称算子，为了 A 是自伴的， 
必须且仅须 cr ( A ) czR \ 

证明 由定理6.2.11，当 A 自伴时， a ( A ) cR 1 # 所以只要 
证明当 a < A ) ciir 时 A 自伴. 

若〜 >0，则上半开平面中每个点此时 R ( a - 
zl ) = ker ( A * - zl ) 1 丰龙、 故 cj r ( i 4) # 因此当" + >0时 a r ( A > 

充满下半开平面 I 同理若则。(^)充满上半开平面， 
由于 cj ( A ) C ： R 1 ， 故 def ( A ) = ( n + ， n -) = (0,0)，由 Voa 
NeumaaD 定理可知 A 是自伴的，证毕， 

由引理6,4.4还可推得如下的命题， ' 

命顯 6.4. S 设 A 是一个闭对称算子，则它的谱集 a ( A ) 只能 
是以下四种情况之一： 

(!) 闭上半平面； 

(2) 闭下半平面^ 

( ii ) 整个复+面 f 
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(4) 实轴的子集，此时 A 是自伴的. 

命題 6.4.7 设 A 是一个闭对称算子， 若/的 预解集至 
少包含一个实数，则X是自伴 算子， 

HE 明留作习题. 

弄清了对称算子 Z 的共轭算子的定义域的构造以后，我 
们问：对于一个闭对称而不自伴的算子，有没有可能把它扩张成 
为一个自伴算子呢7 

还是回到 Cayly 变换 ， ^ (A-iJ) 它将 # 

上闭对称算子集合 > 一一地映射为等距闭寡1•集合 F 的 f 集 
= {^e^l A( ； -F7=^} 4 现在要证明 Cayley 变换是 
的满映射. 

定理 s .4.8 设则必存在唯一的 Aey ， 使得 v 是 
A 的 Cayley 变换. 

特別地，当/是一个西算子时， /是肉伴的. 

Iff 明 （1) 由^ _ (/-TT= t r， 推出 a-〆） 1 存在，即 ker(i 

- V ) =，(?}• 

事实上，若 yeker(/-V>, z ^ D ( V ), yij 
<(/- V)z 9 j/) = {z,y) - (Vz,\f) 

;(Vs 9 Vtj) - (Vr,,y) 

- ( Vz , {V - l ) y ) = 0> 

由于只 (/-VO 是稠集，推得 

(2) 定义 A = K /+\0( m - 1 ， D ( A ) ^ R ( l - V ) 9 这是稠 
定线性算子 • 我们证明 A 是对称闭算子 • 观察 F 图， 

A 



102 



若 X tt e 公 ( A ) ，无 n — X ，— A 则有 y « eD ( v )， 使得 

{ 1 - V ) y ^ x n , 

HI ^ V ) y n - A ^ fi . 


解此方程组得 


^ n = Y ^ n - fAx n > 〜+ ( 尤-旧）厶 A 

Vy n ^ -^( x n +Mx n )^ - 1 - (X+I»A«; # 

因为 V 是闭的，所以 yeD ( K )， 并且 w = Vy ， 从而可得 x =(/- 
V ) yeD ( A ), 以及怎 = i (/+ K ) j /=>^， 故 A 是闭算子. 

对于任意的令使得 x = (/- k)a 
X ' :(J — V 、 r ， 利用等式 （ V^,KW = OMO ， \ lu f v ^ D ( V ) 9 

( Ax , x f ) = ( t (/ ^ rV ) y ^ (1 - V ) y f ) 

=I[(i/ ， ,v') + (Vy^^ ^ {y^Vy') - iyy 9 Vy f )^ 

=- i (0 - V ) y^l + VO〆 〉 

=( JC ， AJ £/)， 

故 A 是对称算子* 

(3) 在 A 的定义式中把 7 反解出来即可算得4的 Cayley 变 
换是 V \ 

(4) 设 V 是西算子，则及 （ A +彳） = D ( V > =没％ R ( A - tl ) = 
/?( V ) = 黨，根据定理6,2,4， A 必是自伴的.证毕. 

推论 S .4.3 设 A , 4是闭对称算子， A ， K 2 分别是它们的 
Cayley 变换，则々〔〜当且仅当 hCZV %, 

因此给定一个闭对称筇 f 以后，有一个确定$ Cayley 变换 
v ^. 要问有没有一个自伴扩张就化归于 lig : 有没有 

一个酉扩张 u (使得 R ( I - U ) =^) 9 注意到 =/?(A + */> 
^ ker ( A ^- ii )^ 而 = ker ( A *+ i /) • 问题便 
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化归成：是否存在 ke r ( A * — 的等距在上算子？ 
推论 6.4. 10为了闭对称算子 A 有自伴扩张，必须 且仅须 
n + = n.， 其中 （n + ，/L> =def (A). 

定理 B .4.11 设 A 是一个闭对称算子， def ( A ) = <71,70，则 
A 的任意一个自伴扩张2对应着唯一确定的-的等距在上 
算子 

D(^[) = {x / =x -^z- ^z\x^D{A) + } 9 {Q 4 7) 

+ tz ^ t ^ z 0 <6.4,8) 

证明观察下图 


x eo(A) 



其中 U = Vef 为万的 Cayley 变换 • 

； J 与 t / 的对应关系由 定理匕 4.8 究全. 确定. 为证 2 的表示式 
(6.4.7),(6.4.8),我们设，6口（』），按 C ay ky 变换，存在 〆 G 
身％使得 

{ x / - (I - U ) y \ 

I ^ x f - \(! + U)〆 • 

而，有唯一分解， v ，= y + h 其中因为 
U ,= f > fJ\ RA -u = V f 因此又有使得 
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j if - (A + ") 文， 

1 V 1 / = (A -* tl ) Xy 

以及 

uy f - Vy 

朕合起来，陡冇 

x f - y r - V m [f - X T z 


= 0 - VO j / 十怎一 i ? ■艺 


- 2戊 + s - 沪2， 

^ x / = 2,儿 C -h 

定理证 

下面举儿个微分算子的例子， 

A dw _ _ 

例 6.4 J 2 设， =[ 2 [0， i ]， A : uh - “石， DM ) = Cj [ o ， l ], 

刖/是 对称的，但不闭，其闭包 3 是 i A ^^ tf r DU )= Hy L OAl 

- { t ^ e // To , i ])«(0) -«( i ) -01, 其中^是广义导数， 

3的亏指数是什么？考察 D t = U r ( A *： FJh 因为 A *, 
O (^)=/^[0, lJ , 所以 

u ^： D = ±iu ^ 

解右边的方程得到解 f 因此 = (〗，〗）• 所以 3 有 

自伴扩张， 

利用定理 6.4. II ，3的任何自伴扩张可通过/?+到的等 
距在上算子来描述.设 P 是到的一个等距在上算子，则 
铲通过某复数!«| =1,由下式 

铲沪 + = a e 沪- 

表现.它唯一决定了一个自伴扩张* 
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= y+ i], c 是复常 数} 


A a ^- + ， cu>+ 七 ae<p^_) = (#■ 


C 6.4.9) 


定义賊 DfU 可以用边界条件描写如下： 

D^Au) = > 6 川 [0 ， i]l (e - cOu(O) = (1 ， ae)«Cl>} 

u (0)=/^( i ), 其屮 ） 

= «〜】[0，1〕 = H , • (6,( io ) 


事实上，左式 c： 右式是显 然的， 而//1[0，〖]///〗[0，1]是一个二 
维线性空间，它由 W (0),«(1) 决定 • 注意到 < JimD(D///i[0，l] 
二1，而右式关于 H l [0，l ] 恰好亏去一维，所以右式=左式. 
<6.4.9), (6.4.1(0 式给出了一切自伴扩张. 

便 _S.4.15 设， = 尤 2 [0 ， 1] ， D(A) =C ； l0 9 l ： ,A : 

则 A 是对称的，但不闭.由例 6. 1.6， A 可以闭化成 A D (3) = 
出[0,1]=忡 eW 2 [0， l ： I | u (0) = w ’（0) = W (1) = u ’（ l ) =0}, A x 
其中 \ 表示广义导数.于是 1 是一个闭对称算子.我 
们要问它能自伴扩张吗？ 

考察空间认 = k e r ( M ? i />. 按例 ( M .6 有 

Z?(A*)=H 2 [0，i」， 

A + s w — - d ^ u M 
因此，为了 peo . 必须且仅须 

_ 3? jy = trv . 

设是满足下列齐次方程的两个归一的互相正 
交的解： 

— d z t U =? fU , 

(可藉初倌问题解出，应选择线性无关的初值 .> 于是巧，内生成 
D ,， 队 ，仏便 生成囚此 d e f (3) = (2,2), 从而 A 可以自伴扩 

张. 
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我们现在乘求它的全部自伴扩张 • 为了 f 是-的一 
个等距在上算子，必须1仅须有一个二阶？^矩阵 ( a A )24， 使得 


千是若 i 己 


v<p： ^ 炉岛 ， ; n 


少 m 丨 = 】， 2 , 


就有 


- 々 

乃（3安 ）= ^~ v + 


吒吨 o , n ， 

< c l 9 c ^ ec ^ 


tM 

= - 3? + ^CjQtpj 十 *以/) = - <6.4.11> 

>-1 

为了进一步利用边界条件穷 1 划引用 Wrouski 行列 
式’ 

£tt y Vj = u f V - V ' u m 

我们指出 

Daz^y = {托 w [ o ， i ] l [>， h]u : o ，/ = 1 , 2 }, 

(6,4.12) 

即为了 叫 d (; l ? ) 必须且仅须 tieH 2 [ o , i ] 满足上述边界条件 • 
特别地， 

£>( A d ) = {tie « 2 [o ,13 1 «(0) = «< i ) = o }, 

. ； 9 (6.4.13) 


是 DirioWet 边界条件下的自伴扩张！ 

D {A w ) = {u6 W 2 [0, lj I u' (0) = V ( L) = 0} ， 

A n = - ^ 

是 Neumann 边界杰件下的自伴扩张* 

又如 

<r(^) f/ 2 [0,i]|u(0) =0,w , (X) =0>, 


(6.4.14) 


(6.4.15) 
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也是 A 的自伴扩张.易知 

°<， a d ) =< r ( A v ) = { W }, (6.4.16) 

={( n ++)、 2 <6.4.17) 

可见不同的自伴扩张，相应的扩张算子的谱未必 相同， 

例 S .4.14 设尤= ”[0,00)，0 04) = %[0,00>， A - -3% 
则乂是对称闭算子，而且 A * = - 先求 
A 的亏指数： 

- d tJ U ^ + tu 9 W6l 2 [0 , ⑦）， 

得解 L ; ex P (- Kf'U 不 ), 因此 def ^ 4 )- (1，1), Z 可以 

作自伴扩张 • 为了 D /)_ 是等距在上的，必须且仅须 5 
铲* + =叫一，其中 | a |= l . 因此 

^(A?) = {w = "+c(h-c^)lt^//|[0,co>，e C}f 

Zfu - - d l u t (6,4 # 18) 


用边界¥来描写£>(和)，记《=-6"，因为 = 
炉 ‘(0) = - ^ (1 + 0 ^ — cxp ^ +1 了)，即得 


D (^) = |ue W 2 [0, co ) JC 08 ^ rU , (0) + COfe (-^- - -' V (0> = 0 
v I 2 、 2 4 ^ 


(6.4.19) 

4.2 自伴护张的判定准則 

尽管亏指数给出了可自伴扩张的充要条件，但有时亏指数不 
容易直接计算.给出一些自伴扩张的判定准則也是很必要的 .r 
iSf 介绍 Von Neumann 准则和 Friedrichs 扩张定理， 

I. Voa Neumann 准贝 t! 

定义 6 . 4 J 5 设 # 是一个复 Hilbew 空间， C 是疋到 g 身的 
共轭线性映射，即 

Ciax-t^y) : QCx ( 6 . 4 . 20 ) 
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A ajec 9 如杲 

(1) C 2 = h (6.4,21) 

(2) new 二 ||x||, (6.4.22) 

则 C 是龙上的一个共轭 ( conjugate ). 

例设深则 C : 炉是一个共轭. 

引理6,4,16若 C 是，上一个共轭，则 

(Cx ， Cp): 0/ ， x) ， (6.4.23) 

证明事实上， 

iCx.Cy) = +[ || C (欠十 10 p- || C(x- y) || 2 

- t [] C <^+ t » || 4 + riC ( x - iy)P j ^ 

而 || C «||2=〗 u p ， 即得 

( Cr , Cj /)=+[| x ” p - f ^ H 2 

-如 +， J / II 2 + 学 -wp 
=( y ). 

定理 S .4.17 设 a 是，上一个对称算子，若存在一个共轭 
C 适合条件： C : D { A )^ D ( A ) 9 并且 AC = CZ , 则 A 是可以3 
伴扩张， 

证明设 r e D ± , 则 Cxeh . 这是因为 

(Cx, (^4 + H)Cy) = (Cx f C(,A ± il)y) 

= C ( A ± 

=( j^,(A *? i/)r) 

= 0 ， yj/eD(A) m 

而 C2=/， 当 y 跑遍 D(z) 时， Cj； 跑遍 D(Z)， 于是有 Cxe 尺 （A 
平 t/) L - ker(A* ± :/)• 因此 

C : Z 5 t > D t * 

又因为所以 c 是一一在上的，即得 
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dim D + = dim D _^ 

由推论 6.4, 10， 4 有自伴 扩张. 定理 获证. 

作为它的一个应用，考察戈^复 Z 2 ( R ft )， 设 
V 是一个实值函数.定义 

A t w —- Au + Vu ， (6.4.24) 

其中 A 是 Laplace 算子，则 A 可以自伴扩张，事实上，考虑，上 
的共轭映射 C* «KS， 易知 C: D(A)^D(A)， 且 

CAu = — Au + Vu = ACu f 

于是由上定理得出 A 可以自伴扩张的结论， 

作为它的另一个应用，考虑下列矩 问題. 设 M 是 R 1 上一个 
正测度，使得下列积分都收鈥， 

= f fl = l ， 2 ，".. ( 6 . 4 . 25 ) 

数列 {〜} 称为测度 A 的各阶矩.我们的问题是对于什么祥条伴的 
实数列{、}存在 R 1 上的测度使得 （ 6 . 4 . 25 ) 式成立？ 

这个问题称为 Hamburger 矩问题 • 

定理 S . 4 . 18 实数列 { a tt }* Ri 上一个正测度的各阶矩必须 
且仅须对于所有任意的“，_••，& ec , 

S 

2 > 0 . ( 6 . 4 . 26 ) 

M 1 W ■ 0 

证明 必要性 • 设 M 是 IT 上一个正测度并且 (6,4.25) 成 
立，则 

t 

n 0 J 一 ’ ' * - « 

充分性.设 (6.4.26) 式成立，设夕是 R 1 上全体复系数多 
项式 • 在# 上定义二次形式 
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ir *■ \ iy 

S T >m xm ) = 2 tn • 

N i c Fn ，（ .i i — o m ^ a 

(6.4.27) 

由 0?.4.2fi)_ 它是非负二次形式 • 令，=/0€ 夕丨 （伞， 0)=0}， 作 
商空间分 /2. 于是夕/夕是内积空间，它的内积是 

([: 0]，[>]W 切)， 

其中分別表示伞，少 在商空间中的陪集*记此商空间的完 
备空间为，，于是#是一个 Hilbert 空间， 

考虑映射 ，—牙 I 

v s 

七2“欠”卜 W +1 . (6.4.28) 

< - 0 n 〜 fl 

则4是对称的，而且由 Schwarz 不等式 

= (A20 ， 0)<(AW ，々 0W0 ， 0) 1? 

nf 531/1；文 — 因此可以定义商空间夕上的算子4 

=[ 圳， 

子是4是，上的对称算子， D ( A ) = ^/^ m 设 c 是7上的共轭 
映射： C 0 = ^ 将 C 提升到商空间上，定义 

!»[?]， 

则可将 C 延柘到整个，上成为一个共轭.它满足 ，！汉今 
AC = CA . 裉据上一定理， J 有自伴扩张，设为丄 
令 S 是2的谱族，于是 V [0],[>] eD (2) 

|^*d(£(x)[>] ，[垆 ]) = (w3 n [0]，M). 

卜 . 

取 [必] =*= O] = 1，并令 d" = d(£o)l，I)， 则 

J x n dfi{x) = (A n l ， _L) = (x n ， l) =a” 


定理〖正毕, 
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2. 用共鞑双线性形式构迨自伴护张 
设方是一个 Hilbert 空间， VC：， 是一个稠的线性子集•设 
VxV—C 是V上一个共轭双线性形式（见第一章定义 1.6.1)• 
义没《是正定的，即存在 a>0， 使得 

aCv y v^^a[\v^ y (6,4.29) 

I 称为形式^的定义域，记成 DOO . 

注1如果 a 是正定的，则 a 必对称，即 

a(u f v) - a\v~u) f V^,^6 (6,4.30) 

证明 v ^ ec , 

(Au + Aw -f y ) 

=IA1 2 i2(ti,u) -t* ^a(u 9 v) +AaO,u ) 十 

故对干任意的 Aec 

Xr a ( v } u )2 

总是实的，这只有当 a ( u ，〉= 时才有可能 • 

注2如果 a 是正定的，则有 Sdawarz 不等式 

|a(u ， " ） | 2 ^a(«,u)a(£%y) 4 <6.4.31) 

证明利用注1的证明，得到对子 AeC , 

| A ] 2 a(u f u) + 2Re 〔 Aa(u ， y)] +aO ， iO>0- 
设 取 A = te — 夕 ，te R 1 . 千是 

l 2 a(u,u) 4- 2rt + aCv 9 v)^rO, 

由裉与系数 关系： 

r 2 ^a(u f u)a(v 9 v) } 

即 

j_，tO 

于是正定的共轭双线性形式吖〜 〃） 确定了/上的一个内积， 
并由此诱导出 V 上的一个范数 

O; ， a(v ， v )、 (6.4.32) 

显然，范数 □ • 比 Albert 空间潦 上的范数 | 卜 || 强， 
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定义 6,4.19 设是芷定共 轭双线 性形式，如果 D ( a ) 
关于模是完备的，则称《是闭的。 

当 a 是闭的正定共轭双线性形式时，其定义域 D ( fl ) 在内积 
^(•， •> 下显然是一个 Hilbert 空间. 

例设 T 是一个稠定闭算子,令 D ( a ) = D ( r ) 

啦，犮 ）= Oc，iO + (Tx 9 Ty) f (6,4,33) 

则《是一个闭的正定共轭双线性形式 • 事实上模 D * L 与了的图模 
(6.1.2) 等价，因此公(幻在 L 下是完备的 • 

定理 G .4.20 设 a 是一个闭的正定共轭双线性形式， V 是 A 
的定义域，那么必存在唯一的正定自伴算子 A ,使得 
而且对于任意 u £ D 04)， 

(6.4.34) 

证明（1> A 的定义•令 


D(A) = J ueV 


\ a ( u fV))^C u \\v]\ J 


mRiesz 表示定理，存在唯一的方，使得 

a(u 9 v) ^ ( w » ， V 叫 
令 

A: ^ueDcA)^ (6.4.36) 

(2) A 是稠定对称正定算子 w 

显然4是线性的，而且由于《是正定的，得到 Z 是正定的. 
兹证稠 定性. 只须证明 D 04) 在 V 中按模 on 是稠的•亦 
即要证明苦 A 6 V ， a(u 9 v 0 ) =0, 就有〜 •事实 

上，对于 v 々 e ，， 


v ^ ev . 

再由 Riea 表示定理，存在 Wfl ev , 使得 

( y ) 二雄 0 , v ), \/v^V 9 
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按 (1) 中的定义叫 eD(A), 干是 

= (6.4,37) 

假设 a(w,y c )=D, i u^ ； D(A ) 9 于是 h 丄 / 2(A ), 从而 

r o 二 L 

次证对称性.对于任意 weo ( A ), 

(Au,v) - g(u, t;) - a{v 9 u) 

- (Av t u) = (u^Av)^ 

(3) A 是自伴算子/ 

只须证明 I>W*)c ： DG4)_ 若 ueD04 ”， 按定义存在 
龙， 使得 ^veDiAy, 

(u* 9 v) = (u y Av ) 9 

何是由（ 6.4.37>, RiA)--,r 9 所以有 使得 w 、 A% 

iw^Av) = iAw y v} = 0* ， y) = Cu f Av ), 从而 D(A>, 

(4) 唯一性 • 

设 A 是满足定理条件的另一个自伴 算子. v « e £» CA ), 
A l ue ^ 7 = ^ CA ) 9 故存在⑽6公(汽），使得 

AjU = Aw ^ 

从而， v ^ ev , 

(A,!/,!；) ^ (A 识 ， y>, 

即 

a(u ， v) =a(w,v ^ 9 V^e 

于是推得 u = 故 Acta . 同理可得定理获 

iiE * 

推论 S .4. 21设乂是任意闭算子，则0 = / + vVM ， D (0) = 
{UG 是自伴算子， 

证明在上构造共轭双线性形式 

a(n^v) = (u 9 v) + (Au.Av)^ 

则 a 是正定的闭形式.裉据定理6, 4. 20,存在唯一的自伴算子0 
如下： 
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D ( 0 ) = ( we £)(^)1 彐 ^ 

Qu = u *. 

我 D(Q)， 令 u* = §川 «(u.O = (i“y) + MMu，t/) = (Qw， 
")， yve . D ( A )^ 听以 _ D (0), fiOti ^ Qu . 故 Od 反之 
任取咚乃($),要证明 AizeDCA *)， 从而 tieD ( Q ), 得到 
D (0) dD ( O )， 所以有 C > = <). ^ u =( Q - l ) u 9 则由 
fl(ti，tO = ( Qu ， v ) = { u 9 v ) + (Au,Ay) 

可得 

= ( Au , Av ) 9 ^ veD ( A ) 9 

所以 Aii6D(A〃）. 〖正毕. 

定义 6.4.22 设 Z 是，上的对称算子.如果存在实数使 
得对干每一个 xeD(Z) 有 

(Ax ， x>>c(x ， ;c), (6.4.38 〉 

则称 Z 是下半有界的，记作若 

(Ax ， x)<c(x ， x )， V^eDM), (6.4.39) 

则称4 是上半有界的，记作若 A 上半有界或下半有界，则 
称2是半有界的.使得不等式 (6.4 . 38 ) 成立的那些 c 的上界称为 
J 的下界，使得不等式(6.4,39〉成立的那些。的下确界称为 A 的 
上界 • 

定理 S .4,2 S ( Fri e dri C h S 扩张定理）设 A 是％上对称算子， 
下半有界，设 M, 刖 A 必有一个自伴扩张丄 i 也是下半 
有界的，并 

证明 U ) 先设4>1，则 V « eD ( A ) # 令 
a(u f v) ^ (Au 9 v) , V u y v^D(A) 9 (6.4.40) 

又设 V 是按模 

fu ^ - a ( W ， ti ) 1/2 

的闭包 • 将《(*,_)延拓到 VxV 上. 记作則 a 是V上 
的闭的正定共轭双线性形式，V在内积々（•，•）下是一个 Hilbert 
空间，为了利用定理 6.4. 22,还需证明 6 也是分上的闭形式，悶 
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此必须证明 Vd 身％ 

令1: DM 〉—， 为恒同算子.因为 i 卜11<[>「，故 f 可以延拓 
成为 V — #上的有界算子事实上，对于 tie ^任取 D ( VO , 
满足 l > f * 一 o » 则 1 一 = Iltx n U n - 

当 n ， m _ co ， 所以0、)是，中的 Cauehy 列，记它的极限为 
易见“不依赖 Cauchy 列的选取，7:是 V 上的线性算子， 
对于不等式 II ⑴[取极限，可得 K “ ii < hD •所 
以 f 的算子范数此外丨还是一一 的. 事实上， 设心 = 0, 
取 W n eD (/ l >， Q « n - uC -^0. 子是 IWnil = —nil = 14 )il < 

L^n ^ j ^ O * 从而 

Qtil^Jim Urn <2( w n , u m ) 

U •一乂 HI -♦«: 

=Urn \im(Au n ,u m ) - 0, 

4 - "Vr d — 

故 u = o , 由于！是一一的，我们可将/嵌入到 ，内. 

根据定理6, 4. 22,存在一个自伴算子2，满足 

(Au^v) ^aiu,v), v «eO{i>, 

Ti ueD ( A ), 则 

\a{u y v) \ = j (如 , to [< M «8 CX 1， yv^D^A), 

上列不等式当 " eK 时也 成立. 事实上，只要取％ eA 〉， 弁 
么」>0即可.由此可得 ueDU ), 所以 D ( Ac ：£>( i >. 
此外， v « eD ( A )， 

( A U 9 V ) ^ a ( u f v ) = ( iw , t 0 ， V 吃 D ( A ) 9 

推得所以 i 是 X 的自伴扩张. 

(2) 在一般情形时，令岑=乂+ ( M + i )/ f 则烏 
>1,由 （1), 存在 A 伴扩张 A t > l . 于是 i = + 

A 的自伴扩张.定理获证. 

例 S .4.24 设0是1^中边界光滑的有界开区域.，二 
^( 0 }. 令 D 04)=/^ a ?)， Z =- A ， 则 A 是闭对称算子 • 考察 
•4 的 Friedrichs 自伴扩张 i ,令 


118 



c ( u f v ) = yuyu dx f . (6.4,41) 

J w 

由 Poincare 不等式 ， 3 a >0, 

( 乂 u,u> =|^ |ya(A：) | 2 dx^a|^|u(x) | 2 dxr, (6.4.42) 

可知是正定的，并且 

L W E = IWIUjfu ). 

令 v 是在 o « l 下的闭包，即 h 〗（ q ). 于是 a 可扩张成为 
#中定义在 xHi (功上的闭的正定的共轭线性双形式 • 
再看自伴扩张 i . 令 

f ，〜丨 3 C tt >0, 使得对于 


0 ( A ) - u ^ HUO ) 




(6.4.43) 


由 Riesz 定理， 3 f ^ LHQ ) y 使得 

yu \jv d^:= 
Jo 、 


fv dx 9 


故/=_ 但根据 i 的定义， Au^f m 所以 

A.n = 一 △ 

通过先验佔计 〜 

IMIir a ;£N<C(Jju|| L 2 ❿ + || - A u\\ L i iQ} )^ 

可得 


(6.4.44) 


(6.4,45) 


习 fi 

6.4.1 设是 Hilbert 空间身 \ 上的对称算子 ， n = 1,2, 

_• 设公^«=("丨 ，〜，…） e 只有有穷个 
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、非零 P 求证： 

GO 

(1) A = ^ j ^- n 在 D 上对称 I 

鬵 ■ J 

r 

UL> i 

(2) n ± ( A ) = 2 n ±< A «>* 

* - ? 

6.4.2 在 iTO , oo ) 中定 义算子 t = C ； CQ , co ) ? 

在 ，⑴ 中定义算子 = 0( T 2 ) = C -(- co ,0 l 求证 

def ^) =(0,1), def ( r 2 ) = ( i ，0). 由此请构造一个对称算子具 
有任意给定的亏指数* 

6.4,3 设 POO 是实系数多 项式， 令， = A 2 [0， co )， 定义算 

子 A = P d )， D ( A ) = R (0, oo )， 证明， 

、 (1) A 是对称算子； 

(2) 若 POO 无奇次幂项，则 Z 的亏指数相同 I 
<3)若 P (幻是奇次多项式，则 A 的亏指数不相同* 

6,4.4 设 M ，； V 是，中子空间，若 dim M>dim iV ， 则存 
在 ueM ，||ujj = 1,使得 t*e 

6.4.5 设 A 是一个闭对称算子，求证 WA ) 或者是 <〗）闭 
上半平面 I 或者是（2> 闭下半平面> 或者是 （3) 整个平面 I 或 
者是 U > 实轴的子集. 

6.4.6 设 A 是一个闭对称算子， A 的予解集至少包含一个 
实数，则/是，伴算子爭 

6.4.7 後^是一个对称算子，若 A 是 A 的一个对称扩张， 
则 A lC A ' 在 D ( A ” 上引入共轭双线性形式 

= (A*x,p) -( 欠， 4 冰 #)* 

求 iiE 当 时， - u . 
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6.4.8 设 A 是一个对称算子•设 D 彔一个线性子空间 ， D 
( A ) cDdDM *), 在 DxD 上 { x ，： y } = 0, 则存在 A 的一个对祢 

扩张 使得 £>(▲)=/?• 

6.4.9 设 A 是一个对称算子，在 DM ” 上引入内积 
{x 9 jf) A = (x,y) -h (A*x,A*p ) 9 

干是 D ( A *) 在内枳 （•，• 下是一个 Hiibert 空间 • 证明 

(1 V 6.4.7 题中引入的共轭双线性形式在由 （• ， •）a #出的 
拓扑下连续 I ^ 

(2) 的一个限制 A , 是闭算子当且仅当， 1 的定义域 CKA ，》 

在这个拓扑下是闭的。 

6.4,10 设 A 是一个对称算子，看作内积 （• ， • h 下 
的 HUbert 空间，设如果 S x S 上 { w } = 0,就称$ 
是对 称的， 证明在 D 中全体包含的闭对称子空间与 
中 的全俺 闭对称子空间一一'对成•其中 D + = Vci ( A ^^ 
,/>, D ，= k er ( A * + ! J) B 而且若 是闭对称的 ， D 与 D + 

㊉ !>- 中闭对称子空间5对应，則有 D = 

6 4. U 设 A 是对称算子， A 2 是稠定的箅子，求证 A ' U 是 
M 的 Friedrichs 自伴扩张， 

6.4 J 2 设 A 是下半有界闭对称算子， A >- M ， 则在区域 
C\ [-、 f ， h dim ker ( A * - zl ) 不变 _ 

6.4.13 设 4 是下半有界闭对称算子， 《 + ( A ) 二 ri — (旬有限， 
求证 A 的任怠一个自伴扩张都下半 有界. 

0,4,15设了是 Hi 】 ben 空间七的任意稠定闭算子， 求证必 
存在正自伴算子 A ， °( A > 二/ )( 了）和等距算子7; kQiT ^ R ~( T ) 9 
适合 

T^VA 9 

此式称为闭算子的极分解 • i 正明若要求 T ， 则上述分 
解式唯一 . 

6.4,10 设 A 是 Hilbert 定阀上的对称箅子，求证乂是本质 
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自伴的充分必要条件是 dim ker(vH tO ^ n , = Q # 

6.4. J 7 夕 （ RO 是 S c h v « t 2 函数空间，在范数 Mf : 

| V «| 2 ( U 下，夕 CR 3) 的闭包记作 A t ( R ^) m 令龙=心(1^) x/J 

(R a )， 在^上定义内积 

«/n/2>, <Si 9 ff 2 » = I JV^i " V^i +A?2) d L 

J n 3 

在 Hilbert 空间龙上考虑算子 



D(A> =^<R 3 ) x^(R s ), 

求证 （l)OV 是对称算子！ （2)<A 是本质自伴的 • 

§5 自伴算子的扰动 

在一个已知算子 A 上叠加上另一个相对“小”的算子》，变 
成 A+B， 称为/的 扰动. 所谓扰动问题是指算子 A 的某些性质 
在扰动后有些什么变化、能否保持不变？比如，设 Z 是闭算子， 
对于什么样的算子 B 才能使 A+J0 还是闭 算子？ 设 A 是自伴算 
子，0是对称的，要问 A + S 还是自伴算 子吗？ 或者更一般些， 
当 A 是本质自伴算子， F 是对称算子， F 要满足什么条件才能使 
A+5 还是本质自 伴的？ 自伴算子 A 的谱 a(A)，a ess (A) 在/I经 
过扰动后有什么变化？ 

算子扰动问题不权仅是算子理论中的一类有兴趣、有意义的 
数学问题，重要的是它有深刻的物浬背景， 在董子 力学中 SchrS- 
dinger 算子 

(Hu) (x) = ^ Au ( x ) + V ( x ) u ( x ) 

沿用来描写微观粒子运动状态的，其中 A 是 LapUce 算子， V(x> 
是实值函数 • 大家知遒算子 X >( A ) 是一个正 
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向伴 算子，它代袈动能，称为动能算子< 作为 

上的乘法箅子，在适当定义域上也是 a 伴的，它代表势 
能，叫作势能箅子„ w = a 代表能盘，叫作能量 算子. 量子力 
学中可观测物 琎量用 对称算子来描述，观测位应当是该算子的 
m . 由千观 測值是实数，该算子必需是自伴算子，因此 s 子力学 
PJ ! 论中只有自伴算子才尨可观测物 浬量， 这就要求 Schrodinger 
能 量算子 W 是自伴的，但是并不是对于任意的势函数 V ，- 
都是自伴的 • 因此自然会攆出对干哪类势函数 V ，可保证 
H 是自伴的，从而使得 H 能真正刻划微观粒了-的能量？ Laplace 
算子的谱和本质谱 ( A ) 容易确定，而能量算子 H 的谱 
和 cr 0SB ( H ) —般比较复杂，因此了解和 a ( A + S ) 的 
关系、 ( A > 与 cr esB ( A + B ) 的关系无疑是很重要的* 

5 .L 调定算子的扰动 

定义 e .5.1 设 A 和 S 是 Hilbert 空间賞上的稠定算子， D ( A ) 

上陚以图模 LMfM+U&U， 如果 

(1) D ( B } Z ^ D ( A) f 

(2) B： 是有界的,称 S 是 A 有界 

的， 

注 S 是 A 有界的定义中条件 <2)等价干* 

<2〆存在 a>0, b > 0 , 使得 

[|jBx||<fl|l>lx|| +fr||x|, VxeD(A) m (6.5.1) 
使上式成立的 a 的下确界称为5关于 A 的界 • 

条件 (2) /又等价于下列条件（2>〃， 

(2>"存在正常数V，V，使得 

\\Bx\\^<a^\\Ax^^b^\\x\\\ V 作 D(A). (6.5.2) 

易知若 (6.5.2) 成立，则只要取《 = ^， b = b 、 U 有 (6.5.1) 式成 
立，反之若 (6.5 .D 式成立，则对于任意 e >0, 只要取 
b f = (6.5.2) 式就会成立.由此可知使 (6, 5, 2) 式成 

立的^的下确界等于 S 关于 A 的界 • 


121 



显然，当 S 是有界算子时，3关于 A 必有界的， rfii 且界是匕 

定理 S ,5 W 2 设沿免上稠定算子，0关于 A 有界的， s 
关于/的界小于1。在 DM ) 上定义 A + 乂为了 是可闭 
化的算子必须且仅须 Z 是可闭化的算子.而且在此神情形有 

D(A 十 B) =^D(A). 

证明在不等式 （6.3 J ) 中不妨已经有干是 $ 

(1— a ) \\Ax\\ (A + 五) x||<(l ^a)\)Ax\\ +申||_ 

( e .5,3) 

对干 D < yi ) 中任惫序列 {、}， 由 （6.5.3) 知 { A ；^} 是 Cauchy 列当 
且仪当 { M + 的是 Cauchy 列.进一步，设、 — 0，仍由 
( H 3) 知当且仅当 + 由§丄注3, 乂可闭 

化令 + fl 可闭化， 

设 z 可闭化，从而 z + b 也可闭化。任取存在、 
eD { A ) 9 \ — x 同时 A 、 收敛. 由上述可知 ( A +的&也收敛， 
故从而口 u ) cd (; t ^). 同理可证 D (：^ rg ) 
ClD ( A ) c 定理获证. 

推论 6.5. 3设 B 关于 j 有界，界小于1,则是闭算 
子的必要充分条件是4为闭算子. 

在上面定理中，算子 X 和 A +5在假设条件中地位不对称， 
伹是结论是对称的_由干这个缘故，上面的定理还吋以改成下列 
假设条件呈对称的形式 I 

推论 S .5.4 给定稠定算子 z 和 r .D(A) =D(T)， 若存 在非 
负常数而且 V <1, a 〃< i 使得 

\ Ax ^ Tx \\^\\ Ax \\^ a ^\\ Tx \\ +啊, (6.5.4) 

VxeOOl ), Stf 为了 A 可闭化的必须且仅须 T 可闭化，此时 
么 D{T) =D(A) m 

证明 idB = T ^ A , T (^ + 了(又）的定父 

域是 D (>4), T (0) =^, T ( l ) = T , 而且7^ = 了(又八 + (1-；1)价, 
Ax ^ Tik ^ x - XBx m 记 a =： m «« a "), 则由 （6.5.4) 式， 
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即得 


~ha ,f )\\TU)x\\ +a||Bjc|| 十中 [[， 


网 k 


a 


a 


// 


1- a 


||7 X 圳 I 


AW 


记 fc = 


a r + a 

1:7, 


I a^-A)Bx|<|A^A|A||T(A)a:|| 十 ^^^ 乂」 W. 

丄 _ 

故当 U /- A |< l / A 时，可由定理 6.5,2 得到 r ( AO 可闭化的当且 
仅当: ra ) 可闭化的.于是 ra ) 的可闭性可从专递到 a = i 
或从 A = i 传递到； U 0_ 证毕 • 

例 6.5.5 设# =乙 2 [0,1], Au ^ u \ DM )= CJ [0 ? 1], Bu 
= u ⑻，其 (0， i ) 是一个给定的点， D ( B ) ^ C (0,1], 则召关 
千 A 有界， 而且6关于3的界为0， 

令 


刖 

所以 


Q { x ) 



当 

当 



当 0« of , 
当 


u ( a ) = ( u f y g ) + ( u ， k ). 


㈧ ⑻ 网 IMI 


^ nTl ) 


n + 


(2 n + 1) 1/2 


Nl _ 
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当 n 充分大， hi 的系数可以充分小，因此关于 A 有界而且 a 
关于 A 的界是 0. 

定义 S .5.6 设 A 和 B 是 Hilbem 空间方上的稠定算子， D(>1) 

上陚以图模 j>L=M + ll^il, 如果 

(1) D(B)Z^D(A) 9 

(2) B t (D(A) ，[]•[])— (泛，|| • ||〉是紧的, 

则称 S 关于 A 是紧的，或者说是 A 紫的算子， 

A 紧算子一定是 A 有界的. /紧 算子有如下的刻划. 

命短 B .5.7 设 B 是可闭化算子， S 是 A 紧的，则对于 Ve> 
0 , 总有^ > 0 , 使得 

JHBx^e\\Ax\\^b,\\x\\, yx^D(A) 9 < 6 . 5 . 5 ) 

证明若不然，必存在〜>0, 使得 

取 则 

+ £ oll^^nll 

于是 A—I 并且在中是有界点列，故的/„在 
(^，丨 • II )中列紧.所以存在收敛子列在空间#中收敛 
到^由于《是可闭化的，故但这与矛盾 ♦ 
所得矛盾证明了命题成立. 

注上述命题中的条外&是可闭化的算子可以换成 Z 是可闭 
化的算子， （6.5. 5>不等式估1:1 •仍 成立.因为，在#中〜 

有界，4知存在弱收敛子列 Ui 弱收敛极限为 A. 

于是 

(0， 幻 =lim(j/ Tt . , Aj/ n ) ^ TJA) ^ 

籌 fl 

I - r < ■. 

Fi| 于 A 可闭化 ， h = 6 0 从而在 ( D<A), 中弱牧 敛到匕 

山是 /1紧的， 推得 万夕％— 0. 这与矛盾 • 

定理 S .5,8 设 B 是可闭化算 T ， 则丑韪 A 紧的当且 fX 当" 
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证明因为 D(A + S ) = D ( A ), D ( A ) cD ( S ), 所以 D ( A +0) 
C ：. D ( B ) m 此外在 75( A ) 上由 A 产生的图模 【j L 与由产生 
的图模 Lj • Uhs 等价，取实 上，裉据命题 6.5. 7, 存在 b >0, 

㈣ <去1 陶+中 I ， weo ⑷， 

于是 

L x Ua^b = ll^li + WM^-Bxl 

^( l ^ b )\\ x \\ + ^\\ Ax \\ 

< max (香 ,i “) l>Dh 


另一方面，设 d>i + ~ 

dL x LA + B>d\\x\\ + || 如+叫 

>( d - b ) ||x|| 十 + u>ud 

>+ D x [ L ， 


所以 

因此 s 是 ( D ( A ),[] • Dd 到 （身％ II • II ) 的紧算子必须且仅须 
它是 ( D ( A ), L •[ A +B ) 到 （龙 MID 的紧算子，千是定理得证. 

此外根据命题 6 . 5,7的注，以及定理 6 . 5. 2,我们还有如下的 
结论： 

定理 6.5. 9设 A 是可闭化的算子，则 B 关于 A 是紧的当且 
仅当 B 关子 Z + S 是紧的，此时 Z + 6 是可闭化的.特别地当 A 
是闭算子时，也是闭算子. 

5.2 會伴算子的扰动 

下面着重讨论&伴算子的扰动， t 先证明扰动相对于自伴算 
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子不太人时，自伴性在扰动下+变，即卩 I 伴性在“小 & 扰动下足 
稳定的， 

定理 6.5.10 ( Kato - Rellich ) 设免是 Hi]bert 空间 ， A 是 
自伴算子， B 是对称算子， S 关于 Z 有界，而且界^<1，则 /U 
F 在 D 04) 上是自伴算子 • 特别地当 5 是有界自伴算子时， A^B 
在 13(/1) 上为自伴 算子. 

证明只需证明存在 / i «>0, 使得 # = + 

对于 va > o ， ueDM ) 有 

■!(^± t ^/) w || 2 = il 圳 2 + # HI 2 . 

对于任意<£身％用 （/土 代人上 式的、 我们得到 

j|A(A 土屮 /)Ki, 


由干 

A + 丑土 ip/ = [5 (A 土 i/i/) — + f ] (4 士 f>/), 

为证 /?M + S 土叭/〉 = 淝，只需证明存在从)>0，使得 

因为 B 是/有 界的， 界 a < l . 故3〆，办 >0, <〆<】， 
\\Bu\\^\\Au\\^b\\u\\ 9 Mu^D{A), 

对于任意 x6cT ， 再用代替上式的 U ， 即得 

pm 土 wn 

< a / JA ( y 4± i >/)-^|| + 办 || ( A ± ifil )- l x \ 

<( a，+ 7) l,xi * 

取〜足够大，使得^<1,即可.于是定照得 i 正. 

Mo 

例 6.5.11在 i 2 ( R 3 ) 上考虑 Schrodinger 算子 

H = - A + V r (x), <6.5.6) 

其中 y W =K,0c)+V^W, h ⑷ ，匕 ⑷都是实值函数， V g ( x ) 


m 



e^ 2 (R 8 ) ? K 2 (Jc>e^(R 3 >* 

令 0(- A ) = H 2( ro ， -厶是自伴算子，又设 D ( V)={we 
^( R 3 )] K » e ^( R 3 )}. 于是乘积算子 v 也是自伴算子 • 显然！> 
(- A ) dD ( V ), 将要证明 H 在 D (- A > 上是自伴的 • 

设 “ €Q(IO, 則 

iv 2 Kim«iu 2 , 

由 Schwarz 不等式， 

=|a + in 2 )i«(r)i rr | f p^ 

<ciia + |fi 2 )fl(f) n L 2 

Kcm L ^cnn^(Dh^ 

其中 8(^) 表示《的 Fourier 变换 • 

对于任意的正数 A>0, 令、（幻 ^ IH (10 r 

\\uj L ^ - Ml - 以及 ii«aIu* = urn 2 公 (m* 

= 所以 3 

MU<CA,|nM|lL2 + CA【，|| L * 

=(^ 又， Auilp+CA 含 ㈣ j L2 , 

选取 a 充分大，使得干是 

yyu||,2<||K 1 u|| L 2+||y 2 ii| L 2 

<«j|Au|| L 2 ^b]\u\\ L 2 9 

其中 a = c\;i4!|VMU 2 <i，&= F 2 |ir + CAi|jyj L *. 

上列不等式对于每一 t u 6H 2 (R 3 ) 也成立，故 v 关于 - A 是 
有界的，而且相对界 a <l ， 由 Kato-Rellich 定理知 Schrodinger 
算子 H = - A + V 在 H2 ( R” 上是自伴的 • 

推论 L5.12 设尤足 Hilbert 空间， A 是本质自伴算子 ， fi 
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是对称笕了％昔 S 关于 A 有界，丼关干 A 的界< i ， 別 
也是本质白伴的，而 -^ + g 4 

证明根据所设条件， Bn ^ b ^> o 9 ^<1， 

\\Bx^^a^\\Ax\\ 2 ^b / 2 \\xp y sjx^D(A). 

考虑要明§关于;?有界， s 关于3的畀 <u 
任取 xeou ) ， < x , Ax > er ( A ) = r ( A ) c 彐〈〜 ，如） er ( A 〉， 
< x n 9 Ax ii >^ x , Ax >^ .于是楚 f 中 Cauchy 列 •. 由上 
述不等式可知:也是 Cauchy 列，所以<\，^^>+<:»，5：0， 
这说明 ie 5(5)， 因此 

D ( g ) Z ) D (4) # 

在上述不等式中，用心代替 h 再令 n — oo , 取极限得到 

\\Bx\\^a^\\Ax\\^b^-\x\\\ 

因此荇关于自伴算子3有界，而且 S 关于2的界 <1. 由 Kato - 
Rellich 定理2 + B 是自伴箅子， 

3 + 苕是闭算 了、，3 + B 二 B 、所以2 + BH . 

另一方面 < 文 《， （a + b) x„>-><x, (A + B)x> e TTa + bT 
= r(A^B) f ^ X6D(AVS), 且 4 + Bx= ：(] + b)x c 这说明 
A ^ BczAWB . 所以有 A + B = 3 + S，A + S 是本质自伴的•定 
理获 liH 。 

Kato - Rellich 定理以及推论 6 . 5J2 中乂和 的地位是 
不对称的*下面给出的定理是它们的推广，在已知条件和结论中 
Z 和 A + S 的地位呈对称 形式. 读者可仿照推论 6.5.4 自己加以 
证明. 

定理 e . 5. 13设 A 和： T 是 Hilbert ^间中的两个对称算子， 
D ( A ^= D ( T ) = D , 并五 

|j ( T - A ) x ||< aHi ^|| ^ a ^ WTx ^ bM , VWD ， (6.5.7) 
其中是非负常数，^<1，《〃<1，那么 A 本质自伴的充 
要 条怍是 T 本质自伴，此时 : D ( T >. 特別地为了 A 是自伴 
算子必须且仅须 T 是自伴铃子， 
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Kato - Rellirh 定理，它的推论以及定理 S .5 J 3 中假设相对界 
小于1是一个本质的条件，我们的明大大地依赖下这个条件， 
当放宽这一条件，设相对界可以为1时，情况有所不同，显然我 
们不能期待命题的结论和原先的一样，应当有所减弱. 

定 S 6.5 J 4 设尤是 Hilben 空间， A 菇#上的自伴箅子， 

S 是龙上的对称算子，设 S 关于 A 是有界的，6关于 A 的界 <2=1， 
则 A + £ 在 D ( A ) 上本质自伴 • 

证明为了证明 A + S 是本质自伴的，根据推论 6.2.5, 只 
要证明 ker((A + B )^± i /) = {0} 就够了 • 

假设 （CA + B)Ld )ft = 0 . 要证 A ： =3. 

因为6关于 A 有界，相对界 a = 所以对于每一个 t < l # 
⑶关于 A 有界，而且关于4的界由 Kato - Rdlich 定理 A + 
汨在 D ( A ) 上是自 伴的. 因此 /?( A + 出十 iJ ) =寮•设 〜 e D ( A ), 
使得 ( AhS + ^ x ^ A . 于是 

IW 2 ，，+ !)(力 + W) All 2 , 

得到 

IKIKW ， ||(A + ^)Xj[j<j|Aj|. 

设 (i - 則 

i 9 t , h ) = ((A +5 + i /) x m A ) = 0_ 

由于 

|Bu||<|^w|| + c||w|, V “e D(A) f (6.5.8) 
与 II 知 ！ K IK A + ⑻ x, I 卜 j tBx t \\ 

^\\(A^tB)x t \\ ^t\\Ax t \\ +_丄 

故得 

<\m^to\\h\\ 

<(1 + 0 IIAll . 

再由 （6.5.8) 式, 

(1 -*0 - + (1 - D 
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^(1 + 20 PL 

由 A 的定义，即得 

|| yJ ^(2+2^) || A |[. 

于是， vue ^( A >, 

- lim(y t _ A ， u) = lim(i - t) (x u Bu) -0 9 } 

i _ ‘ 11 I ^ I 

因为致有界，由此推得 = 但是 

1 11 

(h 9 k) - lim(y t9 k) - 0 * 

1 11 

故得到 A = 0， 所以 1^(( A 十 5)*-") = 汉}.同理可证 k 枕 （M + 
= 定理获证* 

推论 B .5. 15设#是 Hi 〗 h « t 空间， A 是％上本质自伴算子, 
5是免上的对称算子. 假定 5 关于 A 是有界的， S 关于 A 的界 a 
，=1，那么 A + S 在 D ( A ) 上本质自伴， 

证明考虑闭算子2和5, 3是自伴算子， S 是对称 算子， 
根据推论 6.5. 12的证明 S 关于2是有界的， S 关于3的界等于 
B 关于 Z 的界，即为1,干是由上述定理知 3 + S 是本质自伴的. 

由推论 6.5. 12 的证明可知 i ? ^rBczA ^ B 0 (注意推论 6.5.12 
中证明此包含关系时并未用到界这个条件，所以目前仍可运 
用 .） 由子 是闭对称算子，2 + S 本质自伴， 故^^ 是自伴 
的，这就证明了 A + S 是本质自伴的.推论得证， 

半有界的自伴算子在一个关于它有界的对称算子微扰下一个 
重要性质是当相对界不大时，半有界性是稳定的.具体地说，有 
如下的定理 * 

定理 6.5.18 设 A 是自伴算子，下有界，设 S 是对称算子， 
关于 A 是有界的，关于 A 的界<1,则是自伴算子，也是下 
有界的 • 记 A 的下界 A ^, 的下界 A ^ + b ， 若常数 a ， b 适合 

0<a<l f b>d y 

lBx ^ a\\Axl 十 V ^ e ^( A ), (6.5.9) 


则 
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f \) 、• 

MajXa 一肌 t + a | A / yl | ) # (6.5.10) 

证明由 Kat ^ Rellich 定理已知4+6是自伴的，只须证明 
/1+ J 3 下半有界， 

易知一个自伴算子了为下半有界，并且界的充分必耍 
条件是 （- co ， dCP ( T ). 此外对于任意； l < c ， 对屮 予解算子& 
CO 显然有 || i ?,< T ) [|<( M r - A )-^ 又由于 T & cr ) =入心(了)- 
^ TU ) 是有界的，而且 

iir/i,(r)|< sup in ( 卜幻 ， 1 

< ear <3 M 

< max ( l , \ M t \ ( MV - 又 (0.5,11) 

f b 

将这些结果用到自伴算子 A 上去.任取 

^^ a \^ r A \y 将要证明 （- co ， e ) czp ( A ^- B ), 

对于任意的由关系式 (6.5.9> 有 
，痛 H ^ ajAR , ( A ) || + fr ||/?,( A )|| 

max (|, \ M A ( M A - A )- 1 ) + h ( M A - A)~ l 
max ( l , \ M A i ( M A — c )~ l ) 4 - b ( M A 一 c ■厂 A 
<1. (6.5-12) 

因为 XI - ( A 4- B ) = </- BR ,( A )) ( A / - ，右边两括号均可逆， 

所以当时 < A /— 04 +5) 广 1 存在，故 Ae/>(A + 5), 证毕 • 

Kato - Rellich 定理有一种较弱形式的描广是通过共轭二次形 
忒来表达的 * 设 X 是下半有界的自伴箅子，若幻在某种意义 
上相对于”时，尽管 S 相对于>1不一定有界，仍然有一 
个下半有界自伴算子 C ， 它与 A + S 生成间一个共轭二次形式， 
于是在共轭二次形式意义下它们是相 同的， 具体来说，有如下 
Kato - Lax ^ Milgram—Nelson 定理. 

定理 S .5,17 (;aVN 定理）在一个 miheu 空间廖 上，设 A 
是正的自伴算子， S 是闭对称算子，适合 条件： 

Ci ) 
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(2) I { fht v in I < a ( Au , u ) +办1!":卜 ， V ue 公 （八） ， (6.5.13) 
削”) </7<1， ^ eR . 那么存在唯一的 n 伴算 fC , 使得 c 对应 
一个共轭双线性形式 < a〆 ）， 其中1/ = 0以 12 )二)乃（0,有 

a(u,v) = (Cu,v ) 9 V ueD(C ) 9 (6.5.14) 

a(u f v) = VueD ( A ), (6.5,15) 

此外有 C > 〔怂 

证明 引入共轭双线性形式 

a x ( u 9 v ) = ( Au , v ) + ( Bu , v ) + (l + 沁 ( u , v) y (6,5.16) 
其中由条件（1)，（2)， A ( u , tO 可以连续地扩张为 V 
= 上的一个共轭双线性形式，并且 

M 2 + (U) I A 1 ^ P 

(v f v) . 

<(l + 2&) IM [ 2 + (1 ^ a ) 

这表明 [>]] = 〜 (〃， i 0 1/2 与的图模等价，因此 ( fil ， V ) 是一个闭 
形式 • 根据定理6.4,20，存在唯一自伴算子 q ， 使得 

{G^u.v) =a t (u,v) y V ueD(C i ) f v^V ^ (6.5.17) 
取0 = &- ( l + fc )/ 即得结论. 

由千 q > i ， 所以证毕. 

5.3 自伴算子的谱集在扰功下的变化 
自伴箅子经过微扰后，它的谱集有些什么样的变化呢？这是 
一个复杂问题。我们将按照离散谱点和本质潜点两种情形分别讨 
论， 

设，是 Hilbert 空间， A 是# 上的自伴算子， B 是龙上的对 
称算子 • 设 5 关于 Z 有界， S 关于/的界小于 1. 于是存在常数 
a ， b ， 0< a < l ， b >0, 使得 

tlv || ^ |I || Ax || +&||x[|, \/xeD(A) m < 6 . 5 . 18 ) 
由 & uo - ReUich 定理， A + 5 是自伴算子- 

任取〜 （ A), 设 dim ker(V =m. 我们来考察 A 经 
B 的扰动后，点谱、的变化， 
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由于 4 是孤立点，存在 r >0，[ A 0 - r , A 0 + r ] pc 7( A ) = { A 0 }, 
令 D = peClk —/ 0 |< r /2}， 厂 = 8 D 。 mr ^ P ( A ) ¥ 

定理 S .5. IS 若使得 (6,5.1 幻成立的常数心 A ‘以及 、和 r 满 
足下列不等式 

2 a (| A 0 | + r ) + 26< r , <6.5.19) 

那么 A + S 在中恰有 m 个点 i 普（有重数的点谱 

依重数计算 个数） 并且没有其它的谱点， 

定理说明在不等式 (6.5. 〗9)成立的条件下， A 的孤立离散谱 
点经微扰后《是离散谱点，谱点个数不变，而且散布在原离散谱 
点周围 • 如果 Z 的这 m 个点谱不在同一个位置，那么称点谱 
^，经微扰后产生了裂变，能量算子离散谱点的裂变现象是量子力 
学、原子物理学中的重要现象 . 

定理的证明对于 se [ o ， i ； j ， 令 

T, = A^sB m ( 6 . 5 . 20 ) 

子是 ％ =率 T ^ A ^ B m 仍由 Kato - Rdlich 定理知7\是自伴算 
子, 记匕的 谱族为 ( C ， 島 £、，£ Ta 的支撑集是 R 1 , 即 

还记 A 的谱族为 （ C , JSP )， 当然于是 
ker ( A 0 /- >1) = E A ( D ) JT 9 

我们将要证明出总一个常数，干是 dim ( D )， 

二 dim E Tfi ( D )，= m m 这说明 T L = A + B 在中恰好有 m 个点 

m . 由于丑是自伴算子，所以 (八 - j ， /1。+-0中恰好含 

有 /1+ S 的 m 个点潜并 J 1 没有艽它的谱点. 

(I) HpO\). 

显然有 

sup A ]' 1 =2/ r # <6.5.21) 

^ o I .； 

因为 U r l<lA 0 l 十 r/2 ， 


133 







i|A^M;|| ： ^ ； L^ 

l MC\^ + \ ^\j 

r ^ r - 

(6.5/2?> 

. 2a (r 

it =： —- - 

卜丨又 D.| ) + 沙 

(6.5.23) 


由已知条沣 (6.5.19)， k < U 又由（6.5.18)， 

得到 

W ^ BR ^ A ) ||<圳州 （ A ) I + sb \\ R ,( A ) f } 

〆 2sa (r + |^o j }_ 2 灿 

^ r 十 r 

- sA < l # 

由于 

a - ^ = (^ sBR ,( A))ai ■-小， 


(6.5.24) 


上 式:等 兮右端两个因式都可逆，所以 

<fi- T s ) -^R^A) a- sBR ^； (A) r 1 e 夕⑻ • 

因此 fepcr ,)， 故 rc ： p ( r ,). 

此外还有如下估计 

11^ ( n ) KBA ⑷ ! l /( l - ilsBR { (A)ll) 

2 2 

^7(r-Js) ^ra =AT J 〈 6 • 5 * 25) 


flA& (T t ) W ^ WAR ^ A ) 11/a- i \ sBR 4 (^)(|) 


< 2( r + jApl ) 

^ ni-fo • 


(6.5.26) 


<2) 谱投影算子 £ t # 0>) 关于^的连续性. 

设 M 6[0， l ;」, ^ ef \ 

O CD HR ; ( T t ) BR ; ( r ,) • 
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松龊已知条伴 (8,5.19〉， 以及不等式 (6, 5。25)， （6,5.26) 推得 
㈣〆 八) \\< o ]\ AR i} ( T 5 )S ^ b \\ R ^ T B )\\ 


_ 2a(r-h [A 0 |) +2b 
^ r(l —ft) 


(6.5.27) 


从而对于 Ve >0， 只要 I 卜 s |<#( l -<0 V [4( ft+ar + fl |、 l )], 
就有 

( T £ ) - 心(7\〉 (|<6. 

这说明在算子模意义 h d ) 关于 s —致连续，而且连续性关 
于 fe ， 也是一致的.由于 

£Ti 

推得 

HE Tf ( D )^ E T( ( D ) l < je , 

因此(⑺关于 s 也是一致连续的. 

(3) dim JS T •(!>)，是常数 • 

根据下述引理的推论 6.5. 20即得，定理获证. 

引理 6.5. 19设 P ，0 是 Hilbert 空间龙上两个投影算子， RP 
- <?||<1 ，则 dim jP^ = dimO^ # dim (I - P 、 衆 ； dim (/ - Q) ^ m 

证明我们将定义一个酉算子 U ， 使得于是 

r ^ 1 ： Q 龙—戶免.因此 f / 是戶，到 (？ 方的等距同构， 
所以 dim Pjg ^ - dim Q ^ 9 同理有 dim (/ - P ) 龙： dim (/ - Q ) ^ m 

记 

R = (P - 0) 2 = /" + Q + PQ - QP 9 (6-5.30) 

则 J ? 与 P 和 0 都交换，令 

W = QP — a — Q )(/ — P )， V ^= PQ + ( I - P ) (/- O ), 

(0.5.31) 


(6.5.28) 


(6.5.29) 


m 
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w WIT ; 卜 R ， 

并且 

U \ P ， 一 > Q ^, U f t 0 - ^ r /- 

V \ Qsr ― > P 尤， V f x 0 - Q )^ — 

根据已知条件 OIKJU 可知!网 <“ 于是 U - K 广 1 存在并且 
二项级数 


T — 



C 6.5.32) 


绝对收敛， Th(l- 抑一 1 .由于《与厂0可交换，因此 T 与…， 
V/也可交换.最后令 

U 二 WT 二 TU 、 ( 6 . 5 . 33 ) 

V = V^T^TV\ ( 6 . 5 . 34 ) 


则 uv = vu = r ， v ^ u -\ 

由 （ 6 . 5 , 31 ) 有 (J，P = QP = QU、^PQ = V f Q 9 所以 
UP:QIJ ， PV^VQi ^Q^UPU~\ P^U^QU, 引理得证 - 
推论 6.5.20 设 $ e [0， l ： j ， 是，上的投影算子，若 P ( s ) 
关子 s — 致连续，則 P ⑷，关于不同 s 互相同构，特别地 
dim /?( P ( s )) 是常数 • 

定理 S .5. 21 ( Weyt ) 设 A 是 Hilbert 空间， 上的自 伴算子， 

B 是，上对称算子，若 B 是 A 紧的算子，则 

ex … (A + B )^ a QgB ( A ), (6 B 5.35) 

为证此定理，需要下面的引理* 

引理 6.5*22 设乂是淝上一个自伴算子，则为了 A G eo* esa M) 
必须且仅须存在序列、 WxJ ^ i , « = i，2, …，满足 

w- limx n : Q ， (6■ 5 • 36) 

霉 —♦ex* 

lim { A 0 I ^ A ) x n ^ d m (8,5.37) 

钲明必要性 . 设 {A ) 9 


J 36 


0> 若心是 oo 重特征値，则取{、}为 fceraj - A ) 中的标准 
正交基即可； 

(2) 若心 是谱的聚点 . 取 \6 以七 ，n = ] ， 2, …. A n 互不相 
同，而且不等于、，则存在 e n >0 ， ~ 单调下降趋于 0, 
使 + 为互不相交的区间 . 选取 x„e 
以 £“ |1 >) ， 1|、(( = 1 ，其中 /^ 是 4 的谱族.于是 

(\，父 m > = 5 n , m , 

lim (^ 0 1 一 A)x n = 

ft — 

V ^ e ^ r , 2|( x ^ b )|^<[| x||S 衡 Who , 即得 

H —oo 

充分性.设存在乃(山中序列 (、}， htJ = 1，满足(6.5,36〉 
与 (6.5.37) 两关系式•由 （6. 5, 37) 式知 Aea ( A ) •若 
即4是孤立谱点，而且是有限重特征值.于是存在『>0, hfl 
a ( Z ) = { A 丄 其中 U 0 - s 弋 + 0 •作直和分解 
使得 < £ ker(A〆 — A ), < e ( ker ( A 。/ 一 A )) \ 由于 

U(A 0 i-A)xJ = [|(V-A)< ! | 

O d - A 1 M ||£ a < P ) 1/2 

=(| \X,-A\^tE,x ^) U2 

it \ i r / 

> r \\ x W . 

所以 limx := e ， 从而 lim JC : = t 由干 ker ( A 。/- 是有穷维 

fl • j ^ --♦ • >•• 

子空间，因为有穷维子空问中弱收敛与强收敛等价，所以 lim < 

， oo 

=^，故得到结论 】 in n M ，而这勹 ljrj = l 矛盾.所得矛盾证 

丨―念 

明了 M ). 引理获证. 

S 在此引理中，可以取 

x nt ， I = PA 0 - 1，又0 + !]• 
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Weyl 定理的证明 


先证明 (A)CZ(T^ (A+B). 

设 Ass ( A 〉 ，由上述引理，存在及(五(’)），其中 / = 
[ A 0 - 1, A 0 + 1], | x n | = I , w - lim x n = 9 y lim (又。/ — A )〜= 0，由 

于 

Ax n t= A 0 x n - (a 0 / - A)x n9 、、'-. ’ 

w — lim Ax n = 0 9 

所以在 Hm > er t 空间 ( D ( A )，[•[])*{、} 弱收敛到氕因 为丑是 A 
紧的算子，故&^在(深 mh ) 中强收敛到氕于是推得 
^ B )) x n ^ O t 再应用引理 6.5,22, 得到、 e 心 Ba (z + s ), 从而 
a … (A)c ： cr e8S (A + B). 

根据定理 6,5. 9, S 是 Z + S 紧的，所以也是 A + S 紧的， 
由上面的证明有 

G<t6& + dCTeay (乂 + 丑 一 S〕 = 口 es« (^) • 

定理得证， 

习 顆 

6.5.1 设 X 是自伴算了-， S 是对称算子，若 S 关于 A 有界， 
则 B 关于 A 的界是 

a - lim]|B (A + in )’ 1 j|* 

M » zx 

6.5.2 设 A 是稠定闭算子， S 是可闭化算子，若 DG 4) c ： 
D ( S )， 证明关于3有界. 

6.5.3 设是 Hilbert 空间上的稠定算子，《关于 A 有 
界，于是存在非负常数 

[[Bx ： || <aj[Axl[ + 小||， \f x^DiA) m 

求证： 

(1) 丑关于八有界，而且相对界 
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(2) 设 C 是任意的 A # 界算子，相对界是 e ,则 C 也是 A + S 
有界的，而且相对界 

6.5.4 设少是 Hilbert 空间 ，/ 是义上稠定闭算子，线性算 
子 S 关于 A 有界，满足 

又设; lep ( A )， 满足 

^\\AR,(A)\\^b\\R,(A) ||<1 ， 

萁中/?“乂）=(几/-/广是/的予解算子. 求证 A + B 是闭算子， 
A 6 p(A + B ), 并且 

IR X (A^B) ||<ai? A (A) I (1 - alAR^ (A ) 卜 H(A)fl)' 
6.5,5 设 A,fl 是龙上稠定箅子，并且存 
设 S 关于 A 有界，满足 

^Bx\\^.a\\Ax\\ +*HxJ ， x^ ： D{A) 9 

假定 a + WICi ， 隶证: 

( 1 ) A + S 是闭算子，可逆； 

(2) || (A + B ) - 1 1|< || A - 1 1| (I-a- b\A ^||)-^ 

“A + fl )- 1 - AKJA - i | i(a + b || A -”|> 

• (1 …判 Am 

(3> 又若 A - i 是紧算手，则 （Z + S )- 1 也是紧算子 • 

6.5.6 设 > l ， S 是稠定算子，丑关于 A 有界，而且 dim /?( S ) 
< oo , 证明 B 是 Z 紧的. 

6.5.7 设力是对称算子， D ( A )= D ( B )= D , 并且 
||M-5)x||<a / || Ax\\ 十 a"HSxll •! ■中 || ， x^D ， 

_中 0<，<1，0< M <1， J >：> CU 证明 A 本质自伴的充分必要条 
件是 B 本质自伴，并且此时等式 = 成立 • 

6.5.8 设4是自伴算子，石是对称算子，证明 S 是 A 紧的 

算子的必要充分条件是 
( 1 ) 
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(2) VAeP (A>, 〜 4) —是紧算子. 

进一步证明条件 (2) 可以用下列条件(2〉< 代替： 

(2V 存在 A6P(A>， 使得 S(；l/ ->1 广 1 是紧算子 • 

6.5,9 在 Hilbm 空间妒 = Z^(R: 4 )， 设 V eP<R 8 ) ， A>0, 

证明 

li _ y (- A + A )1 =0, 

并进而证明V关于 -A 紧的. 

6,5.10 设 A 是本质自伴算子，0是有界对称算子，证明 A 
+ £本质自伴。 

6,5,11设 A 是自伴算子， S 是对称算子， 0(fl>r>D(A), 
并且其中6是常数，证明 A 十 B 是本质自伴 算子， 
6,5.12 在 Hilbert 空间#上， A 是非负自伴算子， S 是对 
称算子， D ( B ) z > D ( A} f 

| 网 < j | Axfl ， V ^ e ^ CA ), 

求证； \(Bx y x)\^ ： (Ax 9 x ) 9 \/xeD(A). 

6,5.13 设 V^， 2 eP(Rq 是实值函数，将 v 】(、)， vva ) 
看作中的乘积算子•证明 —a + +1 2< > 2 )是(^ ( 1^) 

上的本质 S 伴算子，其中 A 是 L 2 (]R a ) 中的 Laplace 算子. 

6^.14 设 A 是白伴算子，忍是有界对称算子•证明 A 十5 
是自伴算子，而且 

distC<r(Ay 9 a(A-bBy)^\\B\{, 

即 

sup dist(A, (7(/4 +5)X||5||, 

X Lvf 

sup diet(cr(/ 4 ) ， A)<• 

6.5.15 设 4 是自伴箅子， £>CC 是 Bore〗 可测集，其边界 
/、 犯銓一 个光滑阳曲线，设 rc：MA). 求证： 

E(D) = ( 2 / 一 A)^ l dz f 
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其中 C 是 A 的谱族. 

6.5. J 6 设 Z 是自伴算子， （:是 紧算子，则 

o eg9 (A) =(7 扣 3 (A + Cy % 

6.5.17 设 VeP ( R 3 ) 是实値函数，证明戊扣 3 ( — △ + /) = 
[0,co). (提 示： 利用 〜 sa (-A) =C 0 ,oo)> # 

§6无界算子序列的收敛性 

无界算子的定义域是稠密集而不是全空间，当我们要引入无 
界算子序列趋向于 A 的收敛性槪 念时，它 会引起很大麻烦， 

这是因为无穷个稠密集的交集可能很小，甚至是空集.例 

如在 i 2 ( fT ) 上，在某种意义上，显然应当有4 

—Ac/， 然而可 以选取 定义域互不相交，而使 
Z 均为本质自伴.为了避开这个困难，我们自然要用某种无界算 
子的有界函数来代替它，而认为两 个无界算子很“近”，是指它 
们的某种有界函数很接近，我们熟知 M 解算子是无界算子的有界 
函数 • 这就导致无界算子序列在预解算子意义下的收敛性.另外 
一个避开这个困难的办法是将 Hilben 空间方上的无界算子 A n ^ 
成， x 方中的图 r(、）， 而研究， x ，中子集 r (、)的序列极 
限，这就导致无界算子序列图意义下的收敛槪念*本节将引入这 
两种无界算子序列的收敛性，若重讨论自伴算子序列在这两种不 
同意义下收敛的性质，两种收敛性的关系_ 

6.1 预解算子意义下的收敛性 

考虑 Hilbert 空间％ 上的闭算子7\它的预解集 P(T) 是复乎 
面 C 上的 开集. 对于又 6 KT)， 它的预解算子 

R“ ： T> = a/ - TV 1 <6.6.1) 

是，上的有界线性算子 • 预解算子满足下列预解方程 

RxfJWT 、 二- (又一及〆 7 ) 心 <T>, (6.6.2) 

其中 A，〃ep(r) • 由上述预解方程可知预解算子关于 A 在 P(^) 
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的每个连通分支上解析.事实上， Ai < 11^, I ! _1 
有展式 



h<rn = 2( A - 凡 ，心 o(' 厂 >“、 

•，0 

(6.6.3> 

因此 

(^R,CT)=niR^Ty + \ n = l，2,3，“、 

<6.6.4) 

而且 

\\R x (T)^l/di^ta^a(T)} m 

V 

(6.6.5) 

如果 ia 尺的谱半径为 r, 那么还有 

r = l/dist(A 0> cr(T) ), 

(6儿6) 


定义 S . S .1 设 { A„},z 是 Hilhen 空间义上的自惮算子•如 
果对于每一个人 GC , 只 〆 就称 A „ 

在强预解意义下收敛到 A ， 记作 / U -^ A ( s _ R . s ) 或者记作 S . R . S - 

limA 隽 ~ A. 

_ -» w 

如果及 a ( A ) = Hm /? x ( yl n ), 对千 1 每个 ImA ^ O 的义6 C 成立， 

% "X 

就称在算子模预解意义下仪敛到七£ 作、， 八 (队1幻或 
者记作 N . R.S - UmA ^^ A % 

零 — 必 

注如果对于每个又6 C JraA 关0,有心（乂） 

则称在弱预解意义下收敛到 A ，记作皂― A ( w , R _ S ) 或者记 
作 W . H,S - limA „ = A •显然 S ， H . S )-> A „ 

% - i 5 X. 

，乂（评 ,1^). 但是由预解方程 (6.6.2) ，当 \— 々说 .11,&) 时 ，< 

lid (人〉_ 及 a ( A )) 父 | j 2 

= ( i ? A ( A n ) x ,/? A cA n ) x ) - ( i ?^( X > x , i ?,(> l n ) ic > 

- ( R x iA ^) x,R jA ) x ) + (/ J a (^)^,/2^( A ) jc ) 

= ( Rj ^ A ^ R ^ A ^ x ^ x ) - 
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_ iR.(A n )x y R,(A)x) + (R,(A)x,R x (A)x) % 
—0 

这说明 A n ^ A ( S . R . S ) 4 所以弱预解意义下的收敛性等价于强预 
解意义下的收敛性. 

命题 S . B .2 设 { A ft }，A 是 Hilbm 空闾，上的有界自伴算 

子，而且一致有界，则 

A^A( N R . s )^A^A (依算子模） • 

证明 ”设任取 WC ， ImA 关0,则 

( A n - A ) ( A / - 由于 、 

(A/ — -A n ^ — fA/ — A") *" x [^/ +• (A/ — ■A )- 1 ] -1 ， 

所以 — A)-、 

“设 N . R,S — = A , 则对于 V 又€ C ， ImA #0， 

IH(A tt ) - ^^(^)11^0. 由于 

- A — = (A/ — A71) — （AJ — - A ) 

= ( a /- A ^ az - A )- 1 

以及火楱一致有界推綱卜 0, 命题获证. 

定理 H 3 设是自伴 算子. 

(1) 如杲 存在、 ec,im；i 0 #o， 使得 11心。（4)-只^(4)11 
-0, 则 

蠲 - ►•x? 

(2) 如果存.主 A 0 6C， imA^Oy 使得 s-limi^。 （七）。 

Rx 八 A )， 那么 

S.R t S-lir£iA n = A m 

踌 -r^> 

证明⑴设 ( A). 不妨设 ImA 0 >0, 由于 
在上半开平面解析，故有幂级数展式 
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Rx - 2 s ( R X 0 <^> ) i + (6,6.7) 

以及 

RMJ = <0.6.8) 

fc -0 

级数在开圆 (Ae C 1 1 A - A C | < Im 々) ■上侬算子模意义收敛•于是 
由 i ? Ao <^ n )^ i ?, o ( A >, 得到在开圆 peel U - A 0 |< ina 0 } 上 
R x ( A n )^ R ^ A ), 重复以上过程，可得当 A € C , iniA >0 时有 
尺 a (必)-«“、)• 

利用恒等式 

〈 -■ i/ 一 4 和 ） _1 — ( — t/ ^ .A) ^ 

= [(人 ■ ") (A n + tO-n^R, (A n > - /?KA)] 

■ l(A^tl)(A^i0^j o ( 6 . 6 . 9 ) 

右边笫一、第三因式分别是 A „ 及 A 的 Cayiey 变换，它们的模小 
于等于 1. 所以由馬即得•用 
与上面同样的推理，可证在下半开平面上心也成 
立，故 N . H.S — UmA ^ A . 

C 2) 重复 （1) 中的证明，用强收敛代替算子模收敛，即得结 
论.证毕。 

命顆 H 4 设 {\ J，A 是自伴算子，具有相同的定义域 D. 

(1) 若对于每一个 乃， limyl n t=：AA；， 贝 fj 

儺 -*« 


S . R . S - HmA n = A , 

|t — OQ 

(2) 在 D 上赋以图模若 

iim 川 p l|(y^-A) jc)1 二 0 ， (6.0.10) 

»-»«■ x ^ D * I * il 1 

N . R . S - HmA n =4 # 
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证 明⑴任取尤6乃， 记多二 则 

-R^ (A n )(A- A n )jc-> 0 , 

这是因为.出于乂自陣，淝= 
只 （ A - J)，&s - lim R . HA ^^ R ^ A ), 根据定理 6.6.3, 有 

得—災 

S.R.S- limA n = A^ 

It —OG 

( 2 ) 对干任意的 祀身％ 记 x = 贝！ = 

Ol - A ) x 9 y ^ = \\ x \\^{\ Axii \ 

干是 

II ( A n - A )3 C [| |]( A n - Ajjg^Ajyd 

一 Ma ~ '一 -^ ip — 

< v / yJK^^M (6.6.11) 

II X II A 

当夕跑遍整个，时， X 跑遍整个定义域因此已知条件 

lim sup Q — A) x|| = 0 

9 -*••» ^ 6 f>* I ， 1^—1 

等价于 

lim (I (A n - X)/?|(A> (I = 0* 

尊警♦如 

故 /+04« 勾 ） & 〈 A)^f , 千是由恒等式 

^ ( 乂） [’ + (乂 一 A *) 尺 i (4)] 

推得 limg 心 ( A w ) — AMU . 根据定理 6, 6. 3, 有 N,R.S- 

n -^cc. 

UtaA n =： 命题证毕 . 

_ —<x» 

依照定义 6 ， 6. i 或定理 6.6.3 来判定自伴算子序列在顸解算子 
盘义下的收敛性，事先需要知道极限 算子* 如果只给出了某自伴 
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算手 序列，如何判定它是否在预解算子意义下收敛，并且当已知 
收敛时如何给出极限算子？下列的 Trotter - Kato 定理给出了这个 
问题的一个答案. 

定理 6,6. 5设是 Hilbert 空闾赛 上的自伴算子序列， 
A Cl ,/ i 0 ec , i ^ a 0 > o , im 〜< o , 在免上强收 

敛，记极限算子分别为、 

limR Xo {A n )x = T XQ x 9 (6,6.12) 

_ ，cc 

( A n ) x - T ，:) c . (6.6.13) 

若 7^，7\ ，的值域在，中稠密，则存在自伴算子 A , 使得 
S-R.S 一 limA n = A^ 

_ n 

证明引用定理 6.6.3 的证明方法，由强收敛可推 
出对于每一个 Aec , InU >0, 强收敛•记 

■ — 

则 7\ 关于 A 在上半开乎面解折 • 同理可延拓。成7\, VM 6 
C ， ln ^<0, 7\关于 m 在下半开平面解析 • 易见诸7\交换， 
Tt = T X 9 而且7\适合预解方程 (6.6.2) 式. 所以诸7\的值域相 
同，记作根据已知条件， D 在#中稠密. 

因为 k er 7\= ( iUnr;P = (11时7^” = 所以 7^ 存 

在，定义算子 

DlA) ;D ， (6.6.14 》 

Ax = Ax - T/x ， \fxeD m (6,6.15) 

由于适合预解方程 

7\_7\ = — (A - /i)T a T* 

侬次右乘 Ti 1 及左乘得到 

:， A - T 1 " 1 = fi 一 T; 1 , 

所以 Z 的定义与 A 的选择 无关. 

易见 A 是稠定对称算子，又因为 
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R(A±iI) =R(-T： 4 \) =%• 

根据定理 6.2.4, 可知 A 是自伴算子， T A ^ R k ( A) m 所以 

S.R.S- limyl n = A 0 

% —oa 

定理获证. 

定理 s.e.s 给定，卜.的&伴算子 {人 

(】）」设/是 R 1 上连续函数， /( 土 ^0)=0，若 N,FLS- 

M o<- 

賴 /(-〜） -/⑷卜 0; 

C 2) 设/是 IT 上有界连续函数， 

翼 -* Oo 

s-lim/(A rt ) -/(A) # 

曝十厶 

证明 （1) 令 

KR 1 ) = {/ 在 R 1 上连续， /( 士 oo) =0}，(6,6.16〉 

p 为二元多项式 (6 ^ 17 > 

由逼近定理 5,4.Ll, y 在 CUIT> 中稠密 • 给定名>0, 3多项式 
P ( t ， s ) 使得 


sup 

x € R l 


fw ^ p (xh 



由谱分解定理 


U(A n )^P((A n ^. il) -1, (^ n - ^7)-0 II< 去， 

\\f(A)^P((A^iI )- 1 ， (A — IJ) ， 1|<-1. 

O 

已知 Zn^>UN.R.S>, 3 N ， 使得当 n>/v 时， 


于是得 
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II/d 卜 /(^) IK 艺. 

(2> 设仏 tl (() =exp 卜 f 2 /rn) 因为 Umy rrt (J) = 1 ， 

所以对于 Hm 〜 (A)^n. 千是对于给定的欠 £ 身％ 

rtf ，••』•• 

e >0， 存在 m 。， 使得 

ll ^ m (l ( A ) x - x \\<^ e /(6 \\ flJ 0 

重复 （1) 中的证明，可知 a ( s . r . s ) 时，对于任惫 /e 

C ,( R ] ) f 特别地，由于仏 ^ eCdR 1 )， 存在 

〜 使得当时， 

11", ^J x -9m lt M)r[|<^/(6|]/lU)， 

于是，当 n > i \ '时， 

\\ffm it ( A J x -^\\ / (3 1| / |U> • 

又因为 / u)‘ n wec ( Ro ， 所以存在 〜 2 ， 当^ > w 2 时， 
\\f(A n >g m (A n )x-f(A) 9mu (A)x\}<8/3. 

取 TV = ， yv 山则当 n > N ， 

11/(人)卜/(小4.(11/(久>尤-.戶(\>〜 0 M)^U 
+ ll /( A ti ) A % ( Z ) x - (人 ),9 m 。 （人 >圳 
+ \\f(K'>Sm i ,< A n) X -f( A ) 

定理得证. 

例 L 6.7 对 TfRS 函数 /00 = ex P ( h ) 是 R 1 上有界连 
结函数，千展若 S * R.S — lim 々 = X ，则 s-lim exp (^ A n ) = 

H » 丄 H —M 

e ^ p (^). 这个例子的逆命题也是正确的.即由 

s - lim exp (^ M tt > = ex ^( ttA ) , V R . 1 

成立，可谁出 

S.R.S- = A. 

n - •••• 

为证明此命题，先推导有关预解算了的一个等式.任取 
c ， lm ^< 0 9 对于 

148 






〆 •_ I 

= - ^ A { E x u y vy 

j - x/i - 入 

j ) d (五 A W ， P ) 

"* + VJ / ryoo \ 

e 一 ‘ ‘’(J e * i x d ( jg A u , y ) Jdi 






e -i *^(e itA u 9 i;)dt 
J 0 

=( 1 J e ^* 1 #ei 1 〜办 ，y )， 

其中 {£;} 是自伴算子 Z 的谱族 • 所以当 Im M < 0 时 


R M ( A)u = t ^ 


t p e ./ A U ^ t 


( 6 . 6 . 18 ) 


将这一等式用到自伴算子上，对于任意 
^ R M ( A n ) x ^ R m { A ) x } 

J|e* tA nx^t ilA x\\d m 

如果 s - lim exp ( itA n ) = exp ( UA ), 由控制收敛定理得到 5 - 
UmR p ( A n ) - R ^ CA )^ ImM<0* 再由定理 6.5.3 得 S.R.S - 

■ —^ DO M 

= A . 

下面讨论当自伴算子序列在预解算子意义下收敛时，它们的 
谱族序列的收敛性质. 

定理 S .6.8 给定自伴算子设 N . R . s - IiniA ^^ A , 

sr m 〜：： 

( J > 若; 则存在 / V ， 当 n>W 时，有 
而且 - R fl (A) (I 

(2) 记 的谱族分别为与 {£ a ( A >}, n = l ,2, 

”％ 设 a <h “，办则 
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!H M (乂卜 M) 卜。， (6.6.19) 

其中五 【 a_ b> (^7i) = ^b-o(^n) ^ 石《 ( 么） ， E U. b> (A) s ^b-o(^) 
- A ( 乂) • 

证明 （1) 只须考虑 M 是实数情形.因为 Mep ( A >， 35> 
0,使得(只 -+ s ) na ⑷= 〆 ■ 

H 只 … u (A)X\\^ 

=« m ”- o ，， i 2 

< J :> -入 

所以 l ^^„ 3 ( A )»< l /\ 于是存在 N ， 使得 

IK2/5 , 当 n > N . 

这说明 Rx (^ n ) 关干、=0 处的幂级数展式 (6.6.3) 至少有 

收敛半径 5/2. 故当 n > N 时托 P(^ n ) t 并且||士 < A rt ) - R , { A ) || 
^0. 

(2) 因为心 fr 6 P ( A >， 由⑴知当 《 充分大就有 
并且 | IKA ff )- i ? c ( A )|40, i ^ 6 ( A n )- R b iA )^ 0 . 故存在 W 

及 e< 使得 

^ P {[li? a (^)^ (l/? b (^) (|}<^ 

*>N S 

所以当 时， <7( A n ) fl (这一 + d 匚 （a + e，6—£：)• 

令连续函数/(幻，满足 0</00< l , 且 

fly 3C6 ( 厶 + s，b — e 〉 ， 

/W - 

Of 文泛 （a — £，&+£)• 

于是 

^U, b) Mn> ^HKU 
£ U . b “ A ) = f ( A ), 
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运用定理 6,6- fKD , 即得证毕 • 

定理 6. S -3 给定方上的自伴算子 ( AJ ， A ， 假设 ns - 
HmA n 二 A . 

n -noi ： 

⑴若 AGcrM )， 则存在 A n ea ( Z n )， 使得、―乂* 

(2) 设 aJ >( f _ cr v ( A ) 9 则对于每个 xe y 
有 ( A n )x E nfb , ( A ) x y 其中 £\ a .^ n ) 以及 A a , b ，（ A ) 

It 

的意义与上一定理相同. 

证明 n ) 只要证明若并且 （〜{o oM „) = 
0, 成立， ma 9 b ) ()(7 ( A ) - 0 9 

is^-^2 - + , 由谱分解定理易得⑷ = 〆 等 

价干 


IR X , (6.6.20) 

因为卜 Hm(A c f-A ft )-’=( A fl /- A ) '故 

感 ■ •、 

|| ( 又 。/ - A) - 1 1 <lim[| (A 9 l^ A n )^l <v/j/(fr — a) • 

这就证明了 （1). 

(2) 用 h 表示上 Bord 集的特征函数.选取满足下列 
条件的一致有界连续函数列八与 6>. V^,/„(Or 
h d .(0 I Xio . vt, y„(0 I X a . mCO . 于是 S- lim/ n (A) 

= E ，心 hM)， s - limg n ( A ) ~ E iat ft! (A), 

因为 fl,6$a p (A)，^£ <a>6) (A) = E latbl ( A ) 9 于是对于给 
定存在有界连续函数/，仏适合 
^ I Q * 6 j ^^9* > 并 .ft 

\f(A)x - g(A)x'j^e/5^ 

按照定理 16. 6，存在/V ，使得当 /x > iV 时， 

|/M„)x- / W|[<e/5 ， 

£ KA ) r |< e /5_ 
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闽 此 ^ 

U ( A n^ x - 

If M)r - & C4)4<f/M) 丈 - 0 (A)rJ ， 

ll /( A n ) x - R a , fii ( A n 〉 xKU /( A n ) x ' g ( A n ) xl ， 

椎得 

!!£. ft E ^ ( A ) xl |< e # 

定理获证. 

推论 mo 设是正自伴算子序列， a 是自伴算子，若 
S , R , S — A , 则 A 是正算子， 

i 正明 V ( a , fr ) ec - w ,0), 因为 ( a ， ft > na (、） =么， Vri 成 
立，故由上述定理 （1) 知， 0( A > =只，所以 A 是正算子。 
6.2 图意义下的牧敛性 

定义 ELB .11 设 { T„} 是 Hubert 空间，上的线性闭算子序 
列. 若— U 并且则 < W，V>e 身"X方称为 
{7\}的强图极限点 I 全体强图极限点组成的集合记作若线 
性算子 r 的图恰是 rs ， 则称: r 是 (7\j 的强图极限，或者说在 
强图意义下收敛到并记作 W - inn7\=7\ 

兔 —A 

对于自伴笕子序列，下面的定理将预解意义下的强收敛性与 
强图意义下的收敛性联系起来，事实上两种收敛性是等价的. 
定理 S . G .12 设彳 A n } ，乂是 ，上的自伴算子，_ 

S . R . S - lim A n = A <=^ sg - limA n ^ A m (6.6,21) 

证明 v “ eD ( z )， 令 

u n = - An ) 〈以〜 A ) u D ( A n ) m 

因为 A - ( s * R . S ) ， 故 u n^ U f >1 = tu n ^ ~ 

所以 从而 r ( Ac ： T \ 

反之，任取根据强图极限定义， 3 u n eD ( A n ) r 
“， A n it n * i ,- 9 - ( j / - A)~ l ill - D { A )^ flJj 
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切 fi _ : 乂)無 1 - A n 〉 _l ] — A n ) u n 

= [(，/-‘ A)- l - ( 1 / - A w ) - 1 ]_ m- A n u n +v) 

+ [(tf - 4”- (if -A n )- l ^\0u-v)^Q 9 
所以切 n —«• 又 〈"一 A ) 如 n = ("一 — 〜推得 — 

由干 -4 是闭的，故 《6 D ( A )，"= A «, U \ l < u , v > er ( A ), 所以 
C 匚 r ( A ), 这样我们已经证明了厂 （ A ) =尸£,即 4 = s 没- limA ^ 

K 

“<= ”设 A = 叩一 limy^. 于是对于 VtieD(A) ， <u 9 Au> 

PI 一 > 

er(A) = 由强图极限定义， 3^eD(A n )， 使得、并 

且 An u «— 因为 II (d - \广 II <1， 

[只 i (An 〉 - 尺 ,• (A〉] (f J - A) W 

= OT ^ A n )- t [( iI - A ) u ^ or - 
=(t7 - 人 )-】 [(iJ -A)u- <i7-^ n )u n ] 

+ u n 

又因为 i ?( i 7- A )= 龙，故 /^( AJ 由定理 6.6. 3,得 

到 LK.S-】imA w = A. 定理获证， 

% — 


习 题 

6.6.1 设{\}，力是自伴算子 • V ^6^. V ^6 C ,/^0, 
( R x ( A n ) x y y )-^( R x ( A ) m ， 

6.6/2 设 { AJ,A 是正自伴算子，证明 A n — A (S . R . S 〉 当且 
仅当 ( A ^^ I )- 1 

6.6.3 设乂 是自伴算子，证明 

(1) N , R.S • lim tA - C q A 9 其中 ~才0， 

卜 1 •> 

(2) HmPexpOM ) ^- expOt c A ) |] =0当且仅当 A 是有界的 
1 * * ,, 

6.6,4 设 { A n }， —致有界自伴算子，证明 
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A n — > A ( s . k r s > - 

6.6.5 设 { A n }， A 是自伴算子，求证当且 

仅当 exp ( iM w )^^ exp ( iM > 在任意 f 的有穷区间上一致成立， 

6.6.6 设 A 是一致有界自伴算子，但是 

失试问依弱预解算子意义人收敛到 X 吗？ 为什么？ 

6.6.7 设是芷自伴算子， exp <- 
对于每个£ > 0成立，求证 S . R，S - limA n = A m 

_ —»OD 

6.6.8 设是对称算子序列，令 OW 3 女 e 身％ 
y > en }^ 若0£在尤中稠密，求证0^}存在强图极限并且极限 
算子也是对称算子而且是闭算子， 

6.6.9 设 { U 是，上一列线性算子，记^>{<、沙 e，x 

^\ 3 n n eD ( A n ) 9 u n ^ u , A n u n ^ v }, 若是一个线性算子 X 
的图，则称 A 是{\}的弱图极限，记作4=师- IinM n ， 设 { A rt }， 

曝-►内 

Z 是一致有界的自伴算子，求证 A IimA n 当且仅 当砂 -lim 

篡的 霉 一*• 

6.6.10 设 M ft } 是一列对称算子，记 K = 
y > en ). 若 w 在#中稠密，求证 c 是一个对称算子 的图. 



第七章算子半群 


设，是一个 Banach 空间. 一族#到它自身的有界线性算子 
{^( Ol ^ eR :} 称为一个强连续线性算子半群 c 简称强连续半群) 
是指： 

(1) 丫 (0) 

(2) T(s)T(t) =T(s-i-t), VM>0 【 

(3) 在 f 模下 连续. 

<2) 称为半群条伴， （3) 称为连续 条件. 

注联合条件（1>与(2)，假设 (3) 可以换成形式上较弱的等 
价条件 

(3> / M AT ( t ) x ^ x \\^ 当《 jo * 

(3) ' 称为在 i = 0 点处连续 条件 . 

这种算子半群在微分方程、概率论（马氏过程）、系统理论、 
逼近论和量子理论中是经常出现的。而其最简单的原型在线性常 
微分方程的初值问题中早就遇到了. 

设 A 是一个 n x ti 实矩阵，方程组 


dx ( i ) 

~ W ~ 


= Ax (0, 


I 欠 ( o ) 

在空间0([0,00),尺《)中解存在唯一 • 设 f >0， 考察映射 
; T {t) .x^ 

那么由解的存在性， { T ( t )| t >0} 有定义*它们显然是线性算子, 
并且由解对初值的连续依赖性，它们是有界的。 

现在看它们是否构成强连续算子半群，即检査是否满足强连 
续半群的三个条件，因为 
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条件 （1) 为初值定义所蕴含； 

条件 (2) 由方程平移不变性和唯一性所保证 | 

条件 （3) 由解的连续性推出. 

所以这样定义的算子族⑴ | i >0} 是一个强连3线性算子半群. 

在常微分方程理论中，我们可以把算子半群⑴通 
过矩阵写 出来： 


T ( t ) 


2 


t n A ' 

~^T 


上式掲示了算子半群 { r ⑴ | t > o } 与矩阵4的关系： r ⑴可 
以通过 a 的指数表达出来. 

我们自然要问，对于一般的强连续线性算子半群 
0}, 是不是也有一个线性算子 a ， 使得 r ⑴ = exp ( z / l >? 若有， 
此式的意义如何？又这种算子存在的充分必要条件是什么？ 

这是本章中心要解决的问题，这个问题的答案是§〗的 Hiile - 
Yosida 定理 • 本章还讨论酉算子群的结构，给出了 Stone 定理.算 
子半群理论的应用是十分广泛的，本章将给出算子半群在马氏过 
程、遍历理论、发展方程以及散射埋论中应用的简单介绍* 

习题1 在算子半群条件 （1) , (2) 下，证明 (3) /令冷 (3). 

. < 

习题2 设 令 exp ( M ) =互] d / n l ，求证 

{ ex P ( M ) |1> 0 }是，上一个强 迮续 半群. 


§ 1无穷小生成元 
1.1 无穷小生成元的定义 和桎质 

设#是 Banach 空间，彳 T ⑺ U G 51 !.} 足#上一个强连续线性 

算子半群，我们来寻找线性算子令 

- I ) ， \/ t > 0 . (7 丄 1) 

定义 7.1.1 按下列方式定义#上 算子： 

D(A) - {xe^l limAix^x*} 9 (7.1.2) 

* ^ o 
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A ； x\->x^ 9 ( 7 . 1 , 3 ) 

算子 A 称为的无穷小生成元，简称生 成元. 
由上述定义给出的无穷小生成元，有下列简单性质， 

(1) A 是线性的. 

<2) Z 是稠 定的. 

证明对于任意 xe /， 对于每一个 seRi , 令 

x, = (7.1.4) 

s J 0 

则 


T(r) 

x c = f 7" (i + r)xdt f 

S J o 

A T x r = l-p 

[7" (t + r) - 7" (0 ~]xdt 

rsjo 


= 丄「 

rsj r 

T (t)xdt —丄 f 7* ⑷ rd 尤 
rs J •， 

=ir 

rs J * 

T (t)xdt — -- f T (i)xdt 
rsj o 


^ l .( T ( s ) x ^ x ) = A s x 7 当 r 备 0. 
s 

所以 x 5 € D ( A ). 又因为当 4 0* 所以 £>( A ) 是稠密的* 
此外， 

(3) 7^) 将 0( 乂 ) 映入到 /?(>1) 内，并且当时， 

At (t)x^AT(t)x^T (t) Ax , (7.1.5) 

证明由忠的定义，有 

A S T (i)x - s~ l [T (t -ts) -T (t')2 x 

-T ( t ) A t x m ) 

设令 yo , 由于上式右边存在极限-心，说明 
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T ( t ) xeD ( A ) 9 故 ： r ⑴而且 

d+ T{t)x : lim r( z+s) ： y-r(Gx 

« 4 . <i s 

=T ( t ) Ax = AT (O at , 

故如能证^ = 那么 (7. i ,5> 式就得证* 

对于任意5>0,有 

| H 也 二 te . 一: r “ 叫 

< : r(t 一 如] | 

L 0 J ! 

+ \\T(t^S)[Ax^T{5) Ax2^ 

< U r (卜 5 ) 11 ||以^^ - 列 

+ ||T(c^5)|iIJAx - r(fi)Ax||. 

对于一般的强连续线性算子半群，我们将要证明算子范数是指数 
型增涨的，即存在常数 M >0, W >0, 使得 F ⑴ KAfexp ⑽ ）（ 见 
(7.1.21) 式).暂且承认这一事实，于是当 0 + 时，上列不等 
式最右边趋千0,因此 

cMT {t)x _ T(t)x-T(t-S)x 
dt a 1 & 谷 

^ T{t) Ax . 

逄 （7.1.5) 式也可写成积分形式： 对于 V x 6 D ( A ) ， 

TJ * T (^)^4 rds = J * AT ( s ) xds m (7.1.6) 

(4) A 是闭算子， 

证明若〜满足〜4太，&则 
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lim A r x = lim lim A r x . 


lim lim 丄 （ T * ( r ) 一 /)〜 

r*^o + ■ - *o® T 

lim limXf T { t ) Ax A At (由 (3>> 
r + n —oo * J 0 

lim — f T iOydt 
，-►(>+ r J o 


从而而且心 

总结 ( i ) 一 (4>, 我们得到 

定理 M .2 设 { r (^ f >0} 是一个强连续线性算子半群，则 
它的生成元/是一个线性稠定的闭算子 • 此外，对于每一个 xe 
d ⑷，有 


^ T y )x ^ AT ( t ) x = T ( t ) Ajc * 


1,2 Hine-Yosida 定理 

以下要讨论一个线性稠定闭算子能成为某算子半群的无穷小 
生成元的必要充分条件.首先限制于一类较特殊的算子半群来讨 

论. 


定义 7.1.3 —个强连续线性算子半群{了⑴^的，如果算 
子摸满足如下 条件： 对于每一个 t >0， 

•；■• If 了 (0|1<1， (7.1.7) 

就称 (0 1 £>0} 是强连续线性算子压缩半群，简称压缩半群， 
由算子微分方程 (7. 1 .5) 式，可以得到形式解 T ( t ) = exp ( M >, 
所以有形式运算 

[ e~ kt T (0 dt = f c^ Xi e i A dt — - R x (A) • 
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上武左边是半群 {了 ⑴ I ^。}的 Laplace 变换，而最右端刖是乂的预 
解式_尽管这是一个形式运算，伹是它给了我们一个启迪.对于 
压缩半群，可以建立左端半群的 Laplace 变换与右端无穷小生成 
元的预解算子的严格关系. 

设{了(0 7>0}是压缩半群，则积分 





(7,1.8) 


在右 f ♦平面 {Ae Cl Re 又 >0} 上收敛，记作 i? A 是一个有界线 
性算子，满足 

( 7 * 1 .9) 

51 理 7.1.4 设 Z 是压缩半群 的 生成元 ，则 
{ AeC | ReA > Q }^( A ), 而且当 ReA >0 时， 





T 


(7,1 10) 


证明要证明时， (；,-= 即要证明对于 

而且 

(^- A ) R a x ^ x ^ <7.1,10 

以及，对于 Vre £>( z ) 有 

R x ( A ^ A)x = x m (7.1.12) 

为证明 （7.1.11) 式，只需证明极限 

lim (A — A # ) R x x = x m 

•-+ 

事实上， 

f e^ AJ [T (t -fs) -T(t) Jxdt 

S J n 

= --— J e ~ A < r (0 油 一 e _A f 7"(£) xdt 
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当 s —0 + » 

故并且关系式 (7 ,J Ji ) 蚊 • 
当 时，由 （7.1.5) 式 


R^Ax = J e^ Xt T (t) Axdt 

1 

f + °° d 

;L 

T (t) jcdt 

1 

= l T{t)x 

i 十 *© p-r W 

1 H e_ 

1 0 Jo 

Xi T(t)xdt 

二 一 x + AR 4 x, 



即得关系式 (7.1,12). 于是引理成立 • 

由公式 (7. 1.10)， （7.1.9) 立即可得：压缩半群生成 元乂是 
一个稠定闭算子，并且满足 

(1) (0, to ) Cp (>1 )i 

(2) (|/2 A (4)|KX/A y 当 A>0 时. 

现在要证明 （1) ， （2) 两条件还是稠定闭算子成为某压缩半群 
的生成元的充分条件.具体来说，设 A 是一个稠定闭算子，满足 
条件 （1) ， （2), 则可以构造一个强连续线性算子压缩半群 {r(t) 1 
^0}, 使得它以 A 为无穷小生成元，即 

lim rHT(t) -I)x t yx^DiA) 

I 40 + 

成立. 

为此，对于每一个 A>0, 首先引进算子 

^ 5 A = # (A - A ) - 1 - <7,1.13) 

由于 Z 满足条件 (1), 在全空间，上有定义，又由于条件(2>, 

i|BJK2A # 故对于每个固定的参数 A>0, 是有界线性算子， 

于是可定义强连续线性算子半群 

T x it ) ^exp(tB A ) # <7 # 1.14) 


我们将证明 i 
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1° 在上,即 VxeWA )， 

Hm B x x — Ax ^ 

r 对于 voo , ⑷强收敛，记 r ⑴ = s ' u =7\(0 f 
: «• { r ( t > u > o } 是一个压缩半群 I : 

, r {3^>|<>0}以4为生成元. 

证明 r 注意到所以当 xeDa) 时 , 
B a x— Ax = A(A— A)^ l Ax — Ax = (A (A — A) - l — J 〉 Ax. 

而对于任意的 ve d (a), 

B (乂 (A — a 〉一 1 一 /) y|j = (j 一 A) ~ l Ay j S B 

当 A—+CO* 由于 £KA> 在义中稠密，以及 

所以 A(A —A)_i 当 —A+co . 这就推得 
lim B A x = Ax , 

2° 因为 

-“念 ( A - WT <1, 

fr 0 n i 

故 (Tw); t>o> 是压缩 半群 . 对于任意 : 
lir A (t) ： x-7\(t)xij 

= P 立 ( e •霣 Ae … 

J o ds 

^ x(B -^ B Px\\ds 

<J^lh^A|| [!以卜， 〜 «|| (丑广 B ,) xiA S 

<i|(fi A -B^)xH ^0, 当 cc _ 



m 




在上列第二个不等式中，我们交换了算子 s ,- 与…^ %的位 
餘> 这是因为预解算子/? 〆 /)与^^(…可交换。最后的极限在 t 
的 7 T 穷区间上一致成立.由于 ir A m ( o »<2, 即?\ “>- 
致有界，因此7\⑴关于 a 强收敛。记其极限为了 ( t >, sa 
Vx^^p 

T ( t ) x ^ lim T \( f ) x . <7.1,15> 

■1 - H 

此极限在 t 的有穷区间上一致成立. 

3^ T ⑷显然是线性 算子. 由于 ^>0} 是强连续压缩 
半群，推得 { F ( i ) U >0} 也是强连续压缩半群.半群条件与压缩 
条件显然满足.这里只有 ( TU ) 的强连续性是要验证的.事 

实上，由于在 （的任 何有穷区间上，致趋于以 
及 

F d)x^r(t 0 )xji 

^jlTU)x-T,(t)xJI 

+ l}r A u)x-r Ji a 0 )xii 

+ m ⑹ r -了 (卜 ) x |, 

干是对子给定〃 > o , 可以取 a 足够大，以致右边第一项与第三项 
各小于 s /3， 固定心再取。|<心使得第二项小于 V 3， 即 
得结论. 

4 ° 设压缩半群{了⑷具有生成元兹证 J = X •构 
造-/)， s > o # 因为对于 vxe #， 

T % (s)x-x - f T x (u)B k xdu 9 (7.1.16) 

J 0 

T x ( t ) x^T ( t ) x y 以及当 xe 0(4) 时， B ) k x -^ Ax 9 应用 Lebesgue 
控制收敛定理，得到对于 Vx £ D ( A ), 

T (siJc-r = j T (u)Axdu t (7.1.17) 


即 
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T (u) Axdu^ 


， 1 

令心 -0+, 这说明 

剩下来证明事实上，由于3是压缩半群 
{T ⑴ |t>0} 的生成元，由前面关于必要性的证明，知0(3>](0, 
叫 • 所以对于任惫的 A>0， 

a-A)D{^) u-A)D(A ) 9 

所以 Z>U) =J D(A), 

总结 r 一 4°, 以及前面的讨论，我们已经证明了 
定理7, 1.5 (Hille-Yosida ) 为了一个线性稠定闭算子 A 是 
一个压缩半群的生成元，必须且 仅须： 

(1) (0,oo>epU), (7.1,18) 

(2) |i^(A)||<i/A， V A>0, (7.1.19) 

洼利用 La P lace 变换的反演公式知 | t>0} 的对应， 

还是一一的 • 

现在回到一般的强连续线性算子半群. 

由于对于任意 o<f<i} 是有界的，由共鸣 
定理得到 

SU P \\ T ( i )^ = M < oD m (7.1.20) 

0 < < < 1 

当时， ^ = ra + w , 其中 ra 表示 t 的最大整数部分， 
由算子族的半群性质， 

T(t) =T({t})T(zt2) =r<{t})ra) l<, . 

故 

||T(o[|<||T({0)||||r(i)||^i 

<M l + l<3 ^Me® 4 (7.1.21) 

其中 6>=1 hM * 所以强连续线性算子半群的算子模是指数型增涨 
的_记％为使不等式 (7.1.21) 成立的 W 中的下 确界. 于是仿照弓I 
理 7.1.4 的证明，可得 
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引理 7. i . e 设 x 是强连续线性算子半群的生成 
元 ，_ Ue C 1 ReA>d> 0 }ep(A ), 并且当 Re 久 >0 > 0 时 

= f%-^T<t)d^ (7 丄 22> 

Jo 


此外当 RM > w >( y 0 时 

U (A - A)~ x ||^M/(ReA - w) * ， n = 1,2 ，”、 


证明只证明不等式 (7.〖.23)* 因为 


(7.1*23) 



郎得不等式 (7.1.23). 

由此引理可知： 

(1〆 Oo 0 ,<x>)c ： p(Au 
(2 ) r 时， 

II (n* ||<M/a - W) • • n = 1 ， 2, ••• 

是一个稠定闭算子 A 成为强连续算子半群的生成元的必要条件 • 
和定理 7.1.5 的充分性证明类似可证(1”，（2,也是充分条件，这 

定理7丄7 ( Hille - Yosida - Phillips ) 为了一个闭稠定线性 
算子 A 成为一个强迮续兑子半群 {7^) le > o } 的无穷小生成元，必 
须且仅须： 
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U ) 使得 

<6> 0 , oo ) ep ( A)i (7-1.24) 

(2) 3从>0,使得当时， 

(I U - A> 一 1 <A// (又 一 广 ， n = 1 ， 2 , . <7.1.25) 

由算子垆群与它的生成元的关系式 (7.1.5)， 不难召出定理 
7.1.5 与定理 7.1.7 的充分性部分，实际上给出了算子微分方程 


d , 

古） = ^\x 9 

X (0) = x Q eD ( A ) 


a .1.26) 


的解. 

審实 t ， HiUdosida 定理 表明: 当稠定闭算子 A 满足条件 
(7, L .18) 与 （7.1.19) 时， r ( t )= TU > x D 是上列方程的一个解_易 
知7(，）气 eC ( R ;， Z ) C 4>> nCUR ；, cT ). 现在来证唯一性* 方 
程（7.1.26)在函数类〔0^ | DCAyyCiCHRU 中的解是唯 
一的* 


设龙⑴是方程 （7 J .26> 的解， 6 CCR ；, DU))fl 
CHKU ^). 又设 = ex P (沾山其中 fi A 的定义如前 t S A = 

则由以 oeCKRf ;，)， 得到 


龙 (i) - 7\ ⑴尤 0 = J ~^{T x (t-s)£(s))ds 

t 

- j [T A (i - s) AA (s) - T A (^ - s)B x ^(s) 3ds # 

因为并旦 A (^ eC ( Rl ； D ( A)) t 联合定理 7.1,5 
证明中第一个结论， B x y ^ Ay , 运用 Leb 切 gue 控制 
收敛定理，得到 

lim ||^<0 -T x (t)xj - 0 f 

X -*+ CO 


gfc =T ( l ) x 09 因此有 

推论 7,0 当线性稠定闭算子 A 满足条件 （7.1 J 8) 与 
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(7，1,19) 时， 算子方程 (7.1.26) 在函数类口0^;公04〕/10 
( RhD 中存在唯一的解 ^( t ) = Tit ) x 0m 
我们已经证明了 

T ( t ) - s - lim 

x — +① 

其中 r A (i) ^exp^B,), S A = A\A 〜 A> 叫 一 A = d 、 所以 

r( f )= s -li»exp ( 令 ♦)、)• 

这是半群 { T ( t )\ t ^ o } 通过极限的一种表示.这个表示和形式 
expUA ) 还不完全一致.以下对压缩算子半群，给出另一种更简 
练的表示形式. 

定理7 .1.3 设 {T ⑴ 1 1>0} 是一个强连续线性算子压缩半 
群，4是它的生成元，则 

T (0 = s - limf /^— aT \ (7.1.27) 
为了证明这个定理，我们首先指出 

引理 7.1. 10设 X 是满足条件 (7,1,18) 与 （7,1 J 9) 的一个线 
性稠定闭算子，则 


D ( A 2 ) = { xeD ( A ) \ AxeD ( A )} (7 J .28) 


是，中的稠密集， 

证明对子 & DM )， 令 ^^ AU -乂厂％ 则因为 
flh -十 || U ‘ A 广圳 • ， 

1 十. 

八^ II —0 ( 又 + + * 

A 

以及 0(4 在，中稠密，推 得集合 
密， 然而 故 jD ( a ) 在 ， 中稠密，引理得证， 
定理 7.1,9 的证明‘ 
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首先由条件 (7 丄 18>与(7,1.19)， |( / —^ A ) 对所 

有 c > o , « ez + —致成立.又当 xe 时， 

( i - L A y \-( i ^ Ay \ 

=Hm r 9 

• -0+J e dsi\ n / V m f 

=Urn r^Tr/-iA) Ji ~ J 匕 [A 厂 / 

#- o+J 4 l \ n / \ m } 

! 

x (土- ?: s -.) A 2 jg Jds 
故当 n ， m ^ oo 时， ' 

» 卜 p )、- (，士 ni 

^ 2 ( n ' + m ) f2 ^ 2 ^ ^ 0, 

在：的任意有穷区间上一致成立. 由于乃 ( A 2 ) 是稠密集，以及 
|( i -去 Ayio —致成立，即得 

^(0=(/-^-^) * 

在 t 的有穷区间上一致地强收敛到#上的一族算子史 

s — limT n (t) = y ( 0 . 

M 

由收敛关于 £ 一致可推得 M >0} 是强连续的.为证明 f «) = 
7^(0, v ^> o # 我们将证明对于: ^ eD ( A > 7 ?( o % 是算子方程 
(7 丄 2 fl ) 在函数类 CfRhDMnnCVIU ;#〉 中的一个解，于 
是由推论 7. 18解的唯一性知史⑴ : T(t 饿立 • 一 一 、• 

对于 vaeD ( A ), 是可微的. 
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~ T n ( t )x = AT n { t ) (/—± A ) -、 

= T n ( t )^± Ay l Ax m 

因鵄 n-^oo, T M j -i A y ] X-*- 抑 ) 、 r n(o(/-^) Ax 

考虑到 v 4 是闭算子，由上列等式的最后两式得到 

T(t)xeD(A) f 

( t ) x = LT ( t ) Ax 9 v 怎6 D ( A ) • 

fife ?(0^ eC ( R |, D ( i 4)) # 又由 


(f (t) - T(s))x = lim —T n (s)xds 

■ '.cu. 6 CIS 


d 


lim f T n (s)(l - -v4 > ) Axds 

U -t-iM J g \ tl / 


f (s) Axds 


j Af (s)xd5, 


令0 +，得 


此即 


(f(0 -/)^= Af(s)xds 9 xeD(A) 


= A fa)x^f (t) Ax f 
at 

k f ( 0 )x = x m 


由此可知？因此 7 ⑴ A 是 (7.1,26) 的解，而 
Hf ( t ) x ^ C ( Hi } D { A )) 定理获证， 
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习 


題 


7.1,1 设 ; t>0} 是 Baruch 空间#上的有界算子半群， 
叩满足 ^ (0 T(S) -T {t +S) , vs,t>0; T (0) =/* 记 /(t) = 
logl)T(e)|， 设 /(t) 在! ：o，a] 上有界， 证明： • 

(1) Ai〕 是次可加函数，即对于 t，s>0, 

/(t +5?X/(e) +/(s), 

(2) lim —- f ( t ) = inf 丄 /(£)• 

f - K . t t > 0 ^ 

7.1,2 设是，上有界线性算子半群，满足 
7(0) =八且在1 = 0处强连续， Sfls - limT ( t ) 证明此半群 

是强连续的. 

7丄3设是，上有界算子半群，满足 r(ow, 
且在 t=0 处弱连续，即 m-limr(o=/， 证明此半群是强连续 

< -• 0 t 

的. 

7J .4 设⑴ U>0} 是， 上强连 续算子半群，>1是它的无 
穷小生成元，求证下列三个条件 等价； 

(1) D ( A ) 

<2> lim | m =0, 

» — 0 * 

(3) AeU^) f 而且 r(o=exp(M) k 

7-1.5 设 # = C 0 [0,O {feC\ ： 0,oo)\ lim /(X)= 0 }， 
a/ii = i/(5) I p 定义，上线性箅子 

7"* ( f ) - C 2 ( • ) (( + • ) B 

证明 [7^ 川 > 0 } 是#上的强连续压缩半群. 

7.1.6 设象 = L 2 (- oo,oo；)， 对于: ceR ! ，i/6R^， 令 


( T ( y )/) ⑻ 



_ V 

(厂一？ ) 2 +^2 


/( ⑽， 


y > o , 
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丫 （()>/=/• 



证明 { T 冰 U >0} 是 cT 上强连续算子半群，且(注： 
积分表示上半乎面的调和函数，以/为边界值 .>• 

7.1.7 设是，上强连续线性算子半群，设 xe 

，， 6)- lim - I ) x - y 9 证明 xeDM )， 

卜 0 十 t 

7.1 4 8设 {： TUM >0} 是 HUbd 空间上强连续算子半群 ， A 
是生成元.若对一切£>0,7…是正常算子，运用 Gelfaml 变换证 
明 A 是正常算子. 

7.1.9 证明 Hille - Yosida-Phillips 定理7 • 1. 7, 

7.1.10 设 Z 是强连续线性算子半群的生成元， 
并且设 WeR 1 ， 使得 { AlR e A >%} c ^( A ). 证明 

(1) 集合{心(氺 j | 尤 6 公 ( A )} 在 ( A ) 中稠密, 

(2) 的值域是，中稠集， ^ = 1,2,-, 

其中 ReA > o ^ 

(3) 0(^*) 是稠集， 

7.1.11 设 Z 是，上强连续线性算子半群 ( T ( t ) | t >0} 的生 
成元.设 / eo ([0 7 oo ) le r 〉， 证明算子微分方程 

+/“)， 

_ 

, X (0) ^ x 0 eD(Ay 

在函数类 ( A )) nCl ( Ri ; 岔 )中存在唯一解 
x ( t ) = T ( t ) x 0 + J 1 T(t - 5)/(5) 

§ 2 无穷小生成元的例子 ' 

给定了强连续线性算子半群，要确定它的无穷小生成元的具 
体表达形式，不是很简单的 • 本节将给出几个典型的压缩半群例 
子，讨论如何确定它们的无穷小生成算子*通过这些例子，还能 
看到如何运用 HiUe - Y ⑽ ida 定理 • 
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例 1 设， = c JO ， co ：]， 即 [0, oo ] 上的在 co 处取值为0的 
连续函数空间，以函数值的绝对值的上确界为其模，考虑平移半 
群 

7Vt): a(0 ^ (7 # 2.1) 


它显然是一个强连续压缩 半群. 

我们来找它的生成元.事实上有下列的 定理* 

定理 7.2 J 记岑为平移半群彳'⑴；的生成元，则 
!>(、）= { weC tt [0, oo]lu 可微， 

且 〆 eCJ ：0, oo ]}, (7,2.2> 

A ll uh -^ u \ 

证明对任意^>0,作 A 的预解算子 ( A -4)4=1 ( A 山 
则 •对任意的 ifi v x = R ,{ A ^ u P 当 a 

跑遍，时，〜跑遍了 由预解算子与半群的关系引理 

7丄4得 


(s) = e~ A 1 (T (t)u) ($) At 


e -9, l u(t + s) dt 


- j e- A ( 卜 ” w ⑴由 • 

可见 ~ 可微. 对 $ 求导数，得到 

v\ (s) = kv h (s) - u (s ), ， 

这说明由等式 


-I=A } R X (A,) 

可知 

v\ ( s ) = (A^Rj^iA^n) (s) - {A v v x ) (s) m 
故 Dd ) c ：， tie ，| We ，"}， A : 

反之，设•令 - OZ — Awe ，， 其中乂>0♦并 
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II 仍记〜 = 干是 

v[ - = - u — v r - Xi\ 

解此方程得到 t ’ A Cs > 〜以幻 = Ceh ， 其中 C 是 常数. 因为; l >0, 
故必有 C 二0，即得这样我们证明了 
定理获证， 

例 2 设八 2 是 Hilbert 空间，上的一个正自伴算子，则-八 2 
必是一个压缩半群的无穷小生成元。 

这是因为 cr(A 2 )C：(0,co) 推得 P( - A 2 )D(0, co ) # 并且对每 
一个 A >0, 由 

II U + A 2 )x|l||x ： ||X{A+ A a )x,x)>A||x|j 2 , 

得到 

I! (a + a 2 )i<a' 

由 HiHe - Yosida 定理知， - 确是一个压缩半群的无穷小生成 

元. 

通过 A 的谱分解，还可以求出这个压缩半群 • 记 A 的谱族 
为 {SuA >0}, 于是 


A 2 = J :、 d £ A * <7.2.3) 

对于 K [0，+ co >， 构造 算子乃 ⑴： 

T 2 (t)x^ pV A «dE^ Vd (7.2.4) 

Jo 

由算符演算知 {GW 是一个强连续线性算子压缩半群. 

我们來验证{八⑴是由- A 2 生成的，或者说半群 • 
{T z (t) |00}的生成元是-为此设 { T 2 ⑴； t >0; 的生成元是 
3 • 任取 D ( - «^2)，则 

U~HT (t) —/> x - (- A 2 ： u [| 2 
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= 厂 [r _ (e~ A 1 - 1) + A]dE x x 

= 厂 [ 卜(一 +A^l)] 2 dI)£^| a 

—0， 当 + . 

这说明文€公（奶，而且故 

- A 2 dB # 

另一方面，由 

( A - B ) D ( B ) =^= ( A - (~ A 2 )) D (^ A 2 ) f 

推得 Z 3( S )= D ( - A 山 所以 

_ y% = 

例3设及^ Q (R。 ，它是 Schwann 函数类夕 （R n ) 在空间 
L(R") 中的闭包.对于《>0，定义#上的有 界线 1 性算子族 


(T a (t) u) (x) 


(4加） 




« ( 尤）, 


、( j ) d 汉， 当 t >0， 

当 Z = 0. 

(7.2. 5> 


对于每个^>0，记 


Gf ( X ) -1—— ?5 e 

' (4 坩）， /3 


(7.2.6) 


于是 


(T 3 <t)u> (x) 二 J^G^x-WiiOOdy ， t>0, G ,2.7) 


即 

T 3 i>0, (7.2.8) 

上式右端表示函数 G* 与 u 的卷积. 

G t (x) 称为高斯槪率密度，它在 R" 上积分为I，即 
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\ G t ( x)dx = U (7,2,9) 

由 （7.2.7) 式知是以高斯密度为积分核的积分算子 • 

我们首先证明是强连续压缩算子半群•它将称 
为髙斯半群. 

压缩性是显然的，这是因为，对于 v ue #， 

i /) di/\\ul = B u l ， 当【>0时. 

这也蕴含了八⑴是义上有界算子， 

半群性质由下述 Fourier 变换的性质容易看到•记 

(^<P) (D =J KB e^ 2,li * dr, 

V < P €^( R n ) m (7.2.10) 

是炉的 Fourier 变换. 则对于任意的0，少 £ 7 < R n ) ， 

S (妒本 !^) = ^ • (7.2.11) 

以及对于 m >0, 

t x \ 2 n 

J ^ m 2^^nu\ 2 (7.2.12) 

(参考第三章 §4). 

对于 t >0, G t e ^( R *>, 由公式 （7.2, i 2> 可知 

( jrG 0 CD = ^ A9ilii \ (7.2,13) 

当限制夕时，对于 t 9 s >0 9 

， (7VGA ⑻ ti) <f) =jr(G t ^G s ^u) (f) 

= i^G t ) (jrC 4 ) (jru) (f) . 

二 e_ 4 …… 4 (jrt/)(f) 


J 


= ，(了 ’ 3 G + S)U)(0. 

由 Fourier 逆变换的唯一性得到 

7\(t)T 3 (s) =r 3 (“s )， M>0 (7.2.14) 

在夕 ( R ”) 上成立，从而在，上也成立 * 上列等式显然可以推广 
到的情形，于是半群性质得证. 

再看强连续性，只需验证在 t = 0 处的强连续性即可， 

ST 3 (t)u-ull = 丨 C u (y> -u(x)Jdy I 



12 [u(x- 4\/ t z) - n(x)^jd^ 
2 ] ji /( ♦ -4 v / T ^) -1/(0 Jdsr , 


其中作了积分变换 z = (x 现在令 0 + ，由 Lehesgue 

控制收敛定理，上列不等式右迫趋于0,所以 

lim T 3 (t)u = u m 

t-^o + 

现在来找半群的生成元，记 < 为半群 (7 V ⑴ 
00} 的生成元. 

(1) 当 ue 又 ( R n ) 时， ^ ue ^( R n ), 并且 

jr [ T s ( f ) u - ii 3= ( e ， … 丨 。 2 -1)义 w ， 

( x ) - u i x )3 

I 

/> 一 4*1 I 5 I ? _ 1 , \ 

⑷ v k m 叫 w. 


于是极限 

lim 冬 [( 7 % (t) i/) (x) -u(x)J 

象 — o 十 t 

=< - 4 兀 I f P (vTu；) (x) 

是关于 r 一致的，即 
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lim — ( i ) 14 - w ] = Aw 

卜 o • •亡 

在 fzC / Rn ) 中成立.所以 

父<1^)匚乃（4 3 >， 

A 3 u = Au , 当 

(»> 由上一段讨论，我们已经 看到牟 在7 (R rt ) 中的限制是 
Laplace 算子.由此可以猜测 A 应当是 Lapkce 算子，问题是它 
的确切的定义域是什么.为此定义算子 S 如下： 

D ( B ) ={« eC TO ( R n ) | AueC .( R «)>, (7.2,15) 

B t uv —>^ u m (7.2,16) 

首先来证明这样定义的算子 B 是一个强连续压繪半群的生成 
元，然后验证它恰好就是 

稂据 Hiile ^ Yosida 定理，就是要证明对于每一个 A >0, 

LArhilKm ， yuec»(R 11 ). 

为此对任意的 ueD ( S ), 我们来估计 maxlAu ( JC ) - Aw ( x ) 1•引 
入切泛函 «* eC ；( R ^), 


v\ ~ >u(x 0 )t^(x o ) > ( 7 , 2 . 17 ) 

其中4是使得 

max|u(x)| = |u(x 0 )j ( 7 . 2 . 18 ) 


成立的 R " 中的向量.#称为“的切 泛函* 因为对于 
C .( R n ) 

^ \ uix ^) v ( x Q ) 

所以 " 


hki«iu 


另一方面，根据定义 


<u*,u>= [w(x 0 ) J 2 - l[up # 


得到 



所以 


li«*B - \\ u l* 


如今，对子任意的 we 又 （ R n ), va > o . 


<7.2.19) 


AH | 2 < A ||«! P + lv ^(^ o ) l 2 "~ A |«(^ a ) l , 

=Ajjufl 2 + Reu(x 0 ) ( - Au) <x 0 ) 

=Rc<u*, (A — A)i^> 

<||«^|| a - A )«8 
= 1^1111 ( A - A)ziU 

记少 (R n ) 按图模 [Hl = INI + «“« 的闭包为 D ， D 可嵌人到 
Cdir) 内，上列不等式表明，在 D 上不等式 

M \ u \\^\\ a-A) W J| (7.2.20) 

成立. 因此对于每一个 ve «(々-△)， 

(7.2.21) 

因为算子 （A,D) 是闭算子，由不等式(7.2.20)可知值域/?(入-八) 
是 CL(R”） 中的闭子空间，不仅如此，事实上还有 

i?CA-A) (7.2.22) 

这是因为对于任意的 / e 少 ( R n ) ，令 


u = jr " l (xTWP (jr/)CO ) e ^ (Rn) ^ 

就有艾 （ a- A > ti ) = JT /， 推得 /= a- A > zi ， 这表明夕 （ R n ) C ： 
因此 ft ( A - A ) 在 KR 。 中稠密，所以 (7.2.22) 式成 

立. 

根据 Hill^YosMa 定理，不等式 (7,2.21) 表明算子 (A,D) 确 

实是一个强连续压缩半群的生成元， 

剩下要证明根据 D 的定义，显然有 DczD ( S ). 
反之，设托1>(丑)，由于 （1 一 A ) u e CU | T )，3〜 e 7( R n ), 
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使得〜 一( 卜再令 u„e 夕 （ r «), 使得、=(1-厶）〜，即 
u n ^ a -^)~ l v nm 由于（卜厶）4是/)上有界算子， u n ^ u ^ D m 
再由1 - A 的闭性椎得 （1 - 从而 u = •这 

便证明了 D(fi)c=D. 所以3是一个压缩半群的生成元 • 

( iii ) 最后证明4 =艮由 （ i ) 知，^ ^ 

而由 （ H ) 知 S 是（△，夕 （ R ”〉 的闭包，所以禹]5•因 
为 A 3 , fl 都是无穷小生成元，故= a ~ B ) D ( B) f 
当 A >0, 由此立即可得 D ( 4)= D ( B ) 7 所以名=1 
总结上面的讨论，我们得到 

定理 7.2.2 在 C “ R ”） 上，高斯半群 d ( OU >0} 的无穷小 
生成元是 Laplace 算子 △， 其定义域 D ( A ) = {«e C < R *) | 
C to ( R w )}. 

活如果髙斯半群的积分梭取为 

- r g I 2 

9t W = ~y 72 e Zt > t>O f xeR\ (7.2.23) 
那么无穷小生成元是 ■!△， 定义域仍是 

£>(△) = {«ec 力 （ r” ） |AweG(R，>, 


由此例子可以引伸出下列关于稠定闭算子成为一个压缩半群 
的无穷小生成元的另一个必要充分条件， 

定义 7.2.3 设，是一个 B anae h 空间，对于给定考 
虑满足下列两个条件的线性泛函^6^% 

(1) < 尤 * ，尤 >= M 2 ， C7.2.24) 

(2) H^ll ^ ||X|, (7,2,25) 

泛函#称为 x 的规范切泛函 . ^的规范切泛函的全体记作 F ( x ), 
由 Hahn-Baiiaeh 定理， Z 1 (x) 非空 . 

作为例子，在 CZir ) 中，由 (7.2,17) 式定义的泛函#是 li 
的规范切泛函 • 
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易知在 Hilhert 空间中，对于任 ： g ■:允^， Y 是它自身的规范 
切泛函，而且 = 

定义 7.2. 4设 A 是，上的一个稠定算子，如果对于每一个 
xeD ( A ), 存在 使得 

Re < x *, y 4 x »0. (7.2.26) 

就称 义 是增殖算子 (accretive operator ) # 如果 -A 是增殖算子 ，就 
称义是耗散算子 (dissipative operator 〉• 

当，是一个 Hilbert 空间时，算子 X 是耗散算子，必须且仅 
须 

Re < jc , 切< 0， Vx € D < A ). (7,2.27) 


定理7。2,5为了稠定闭算子 A 是一个强连续压缩算子半群 

的生成元必须且仅须 Z 是耗散算子，并且存在使得 

R (A 0 - A) = 身％ (7.2.28) 

证明 必要性 . 只须证明 A 是耗散的，设是由 
a 生成的半 群. 当时， 

|< W ，7^) x>KHLI 

因此 1 

Ke<^*,r(0x^x><0. 

于是对于 VKD ( A )， 

Re<x*, Arc> = ^ Re<x*，r ⑴乂 > 丨 uo^O# 

所以 4 是耗散算子. 

充 分性。 设 A 是粍散笕子，并满足（7.2.28)式_要证对于 
VA >0, 存在，而且 

1|U — A)U' : 

事实上，对于任意的 dm )， 

A|jx|| 2 <A<^* , jc> - Re<x* , 
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Re < x *, (A - A)xy 

<iix|in a^A)x \\ 9 / 

其中# e 厂00,使得 kkx ' ao < o . 所以 

小 ll<IK 乂-圳 L ,•/ 

由此可知尺(^- A ) 是象中的闭子空间，而且 X - A 在 D &4) 上是 
一一的 • 因此存在 ( A - A>y u - 而且在只（入一 a ) 
上 

[(( H …||<入1| 

只需 i 正明尺(义一 A ) 如今已有；1。>0，适合及（儿0 - A )= y . 

因此 ( A 0 - A ) 而且 11( 又 o - W J ll<AA 由于 

2 一 Z = 十（义一又 0)( 又0 一 乂）― 1 ](又 (3 — 乂）， 

所以只要 

即只要 o < a <2 A 。， 就有 （a - a ) m eL (^) ，这说明此时 i ? a ^.4> 
=泛.于是此等式可以延拓到一切々>0.定理得证， 

推论 7.2.S 设 a 是，上稠定闭算子，是 A 的共轭算子. 
如果 A 和都是耗散算子，则 A 是一个强 连续压 缩半群的生成 

元* 

证明假如只 (1 - 不是#中的稠集，由 Hahn-Banach 定 
理，存在使得对子一切 

</,(/-A) u> = 0. 

因此 / eD ( A *)， 而且 = 任取尸 er (/), 广是/ 
在， ** 中的规范切泛函，则 </V >= ll / l 2 - 所以 </ W> = 
ll/il 2 >o . 这与 a * 是耗散算子的假设条件矛盾.因此 值域& (1 〜 Z) 
是，中的 稠集. 由于 A 是耗散的，由定埋 7.2. 5充分性部分的证 
明知尺 (1-A 是闭子空间，故只 （1 〜乂）=#.应用定理 7.2. 5即 
得结论， 

下面给出闭算子的核的概念*这是一个十分重要而且有用的 
概念 • , 

" , m 



定义 7,2.7 设: T 是一个闭算子，设 DcD(T )， 如果仏可 
闭化，而凡门了 = 7\那么 D 称为 r 的核，其中 r| fl 表示 r 在夕 
上的限制. 

由定义 "了 知如果 T 是可闭化算子， D 是它的定义域，则 D 是 
闭包 T 的核. 

由定义还可知当 D 是某商伴算子 A 的核时，则 A 限制到 D 上 
时是本质自伴鲁：子， 

例如在 P[0，1：I±T= - d \ D(r) 江0，1]是闭算子(例 
6丄6)，集合 D =CK0，1] 是了的核*又如 L 2 <R n ) 上 Laplace 算 
子 A 在上是自伴的，集合 D = C?Oi-) 是它的核，因为 
△ 在 D 上是本质自伴的， 

下面我们给出关于压缩半群生成元的一个核定理. 

定理 5\2.8设泛是 Banach 空间， （T(t) 是强连续压 

缩半群， A 是它的生成元.设 D 是一个稠集， DdD ( A)， 如果 
T(t)： D—D，VO0 成立，则 O 是 A 的核. 

证明 记5=兀， 昆然有 ScA . 因此只要证明 = 
D ( A) m 

首先证 明当又 >0时，是稠集.假若不然，必存 
在 / e#% f 丰0, 使得对于 VueD , 

</，（ U ) u >=0* 


伹是当时，因为 TWueD ， 由上列等式得到 


于是 


CO = </ ， 乂了 0> = 久 〈/ ， r (t) w〉. y 

" - J 


</，T (0«> = e A< </ f u>^ 


由于 { T ( f ) U >0} 是压缩的，推知 </， u > = 0, 因为 D 是稠集，故/ 
-0. 这与/关0 矛盾. 所得矛盾证明尺 ( A - 是裯集 • 

当《&0时，由于 A 是生成元， 
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上列不等式还可推广到 D ( S ) 上： 

U ^- B ) u {\^ A \\ u \\ 9 \ fu ^ D { By m 
于是立即可知 - B) 是闭子空间，由于只 (A - B) =>R(A - A | D ) ， 

最后由 = #= (又 - 以及 BcrA_ 推得 
D ( B )^ D ( A ). 定理获证， 

回到前面的例子*髙斯半群 {1(0 1 1>0} 是一个强连续压缩 
半群 • 令 D = 易见 r 3 ( t ): D ^ D m 通过 Fourier 变换得 

到 DczD { A s ) ，乂上= A , 其中名 是 {7 V 0 li >0} 的生成元,于是 
由上述定理知 Af ' SG , 由此直接可得尖 D <： A 3 ) = {ue 
CUIT ) lAweCUJT 〉}. 因此运用定理 7.2. 8 可以避 免本节 （ ii > 
和(⑴)的直接验证_ 

例 4设 Qcir 是一 个有光 滑边界 3 a 的有界 开区域 • 

■ 钃 

L = S a ii( x ^ d h + （ 7.2.29) 

i • i D 1 i - I 


其中叫00, friWec -( O ), A 是一致椭圆型算子 _ 
取方 = 并定义算子 


= W ( fi ) 在图模 o •[ 、下的闭包, 

义 4 =[• 


(7.2.30) 


则 A 4 是一个压缩半群的生成元. 
这只需 M 明：对于 VA >0, 


II ( A - A )- i |[< j .. 

设 令&为 Dirichlet 问题 

r iX - L)v = u f 在上， 

1 v \ ao -0 


(7.2.30 
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的解 ， m veC {£}), 并且满足 


I … 


a, 2,32) 


事实上，设 peD 使得 Kp )| =max|i；Oc)j =H , 不妨设 
vCp )> 0 9 由于 #<P) =0,{3 f p(p)} 是负定矩阵，从而 2 a ii(P) 

• h 户 (PXO， 推得 Li/(pXO, 于是 

乂 Kp )<“ ⑻ <1M。 

故 (7.2.32) 式成立 • 与上一个例子一样，关系式 (7.2.32) 还可拓 
广到 《eD(A 4 ) 上，并且用同样的推理得到 A,> =，， 以及 

|(A — 士， VA>0. 

例5设， = C“R") 如例3。定义算子如下 


(T 5 (t)u) { x ) - \ 



wO )， 

⑴ (_ i 0 
( t 2 + | x _ y | 2 ) 




当 t = 0， 

当 ^>0 # 
C7.2.33) 


其中 〜 = r 



对于，令 


P n M 2 斤 _ (7,2.34) 

它是 IT xRi 上的 J ^ isson 核. 于是 


^5(0« = | 


u ， 当 t = 0, 
⑴水 u 当 t >0. 


(7.2.35) 


又令 

= <r,a>u) (X) , (7.2.36) 

则是上半空间 IT x 上的调和函数， 

我们将证明{^ 5 (0 \ t > 0 ] 是 ffi 缩型强连续算子半群.由干 
是以 P ^ sson 核为积分核的积分算子，故称此半群为 Pohim 


184 



半群. 

由子 

{ _ ^ _ 

u (1 + 1 父 I 2 )了 

所以 

v t >0. <7.2.38) 

因此 

B^COuH <J^P n (t,x^j/)di/||iiK = |uj, (7.2.39) 


JT m/2 广 


(1 + r 2 )~ 


dr = 士，（ 7.2.37 〉 


推得 U >0} 是上的压缩算子族. 
半群性质是由下列 Fourier 变换导出的， 


从而 

于是 


叉(匕(1，文 )）= e - 2 川丨， 

夕（了 5 ⑴匕⑷⑴ * P n ⑻ * w ) 

= e -2 m 丨4 j e -…14丨 ( JT W ) ( f ) 

= e -2«d + .u41 (jru)CO 
= ，（ 7%(t +s)u )， t ， s>0 


得到7\^>八<»7\(£ +心在 7( R ‘> 上当 M >0 成立.于是 
立刻可推得当时，在衾上 r 5 (07\c s ) =; t s cq 心成立. 

再看强连续性，只需验证在 t =0 处的强连续性_和例3 — 
样，有 








-uix) (Jdji 

—0， 当 t —0 + . 

下面来考察半群 { r 5 ( t ) 11> 0 } 的生成元 
当 tie 夕 （ R s > 时， 

^ ^r(T,(tyu^u) = 丄 （ e -^Ki — i)(jr W )， 、 

t - t 

令 “o + , 得到 

故 ueo ( A 5 )， 而且 A 5 weyor ), 利用这一等式还可得到 

jr(Alu) ^^\^\\jru ) 9 

因此当叫 y ( R B ) 时 

A |« = - Au ^ 

由于 If I 可以表戒一个奇异积分核的 Fourier 变换，所以4 
是一个奇异积分算子，本质上关干定义域的讨 
论可参考 Yosida 的 “Functional Analysis ” 中第九章§ 11. 由于 

r , C 0： 7〈 ir )4 夕 ( R 。， 根据定理 7.2,8 珂知夕 （1 T ) 是4的 

核， 

习 題 

7.2.1 设，= {/•• D — C 1/ G ) = ；£> 〆 ， l / fl 2 = 2 Kl a 
< ccl 其中 D 是复平面内开圆盘.在以上定义算子 


(T(Of)Cz') = + 

" - t } 

证明是强连续算子半群;对于 VO >0, 7^) 是正自 
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伴 算子. 试求出无穷小生成元 A ，并证明 n ^ o f l f 2 f 

rt + i 

…是 Z 的特征值* 

7,2.2. 设# = (〜％70,定义算子 

( T ⑴/)(6>=紅,〈0,〜以 )/( :⑽，^>0, 

T(0)/ 二 /, 

其中积分核 C <0， f )= l + 2 E e Wcosn 0, 征明 { T (0] GO } 是强 

连续算子半群，它是压缩半群吗？ 

7.2,3 设， = C (- od , co )， 定义线性算子 

«(5), ^0, 

( T ( Ou )( s ) = - ^_念_^!“(卜_，， >0 ， 

n - 0 

其中参数 A ， p >0, 证明 <7\ t ) U >0} 是强连续压缩半群.并证明 
它的无穷小生成元是差分算子 

(Au){s) = A(u(s - m) - «(>))• 

7.2.4 ,/?)， be ^. 考虑下列常微分方程组 

冲)）， x ( 0 )=L 

这是一个自治方程组 * 对于每一个 feir ， 都存在一个解 
- Q 0< t <00, 使得在會上定义线性算子 

T(t) : f(D h/(x(m), t>0, 

i 正明是一个强连续线性算子 半群. 设 Z 是这个半群 
的生成元，則 q ( U ) ClO ( A ), 而且当时 
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M/) ⑴ r 

7.2 J 设 A 是一个压缩半群的无穷小生成元.设 B 是耗散 
算子，满足 D ( B ) zdD ( A )， 并且当 z ^ D ( yl ) 时， 

\\Bu\\^a\\Au^bluh 

其中 0< a < l /2, 6>0是参数，求证是闭的粍散算子而且 
也是压缩半群的生成元. 

7.2,6 设 A 和 C 是 B anac h 空间上的粍散算子 • 设 D 是稠 
集， DczD ( A) f DcD ( C )， 并且在 D 上 

|| (A - C )“|| < a ( || Aii || + 啊 ） +， R ， 

其中参数 0< a < l ， b >0 9 求证 

<1) 3是压縮半群的生成元当且仅当 G 也是某压缩半群的 
生成元. 

(2) D (AU) = D(C17). 


§S 单参数酉群和 SUM 定理 

本节讨论单参数酉群和单参数酉群的 表示. Stone 定理是单 
参数酉砟的表示定理，它在量子力学中起着和谱定理一样基本的 
重要作用，同时它在群表示论和统计力学里也有许多应用*我们 
将证明 Stone 定理，并且给出它的一些应用，特别是在遍历理论 
中的应用.我们将证明 Von Neumaini 平均遍历定浬 • 此外还要 
讨论 Trotter 乘积公式. 

3.1 单参数 W 群的表禾- Stone 定理 

定义7,3.1设，是-一个 Hilbert 空间，称 {[/ ⑴ UeR 1 } 是 
一个强连续酉算子群，是指它满足 t 

(1) 对于每个 R 1 ， UU ) 是，上的酉算子，即 

U{t)U^(,t) =L/*(t)LT(0 =/, 

. N 
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<2> uo + s) =ucot/(s), v 

<3) 对千每个身％卜 — t /( e ) x 连续 • 

Stone 定理将把酉算子群表示为 ex P ( ft >4) 的形式，其中 A 是 
一个自伴算子. 

在进行讨论这个定理之前，我们来考察一个强连续线性算子 
压缩半群 { r ( ou > o } 的共轭半群⑴由定义，显然 
有 

a) r*(o) = /， 

(2) r *( s ) r *( t )^ r * o ^ s ), vt ， s>tu 
自然要问 { T _( t ) lt >0} 是否还强连续？答案是肯定的 • 这是 

因为 

jjT*(Or- xp 

= |T*(Ox|| 2 - (r*(Ox,r) - (x,T*(l)x) +- ||xp 
由子 Um)x||<jT ⑴ gi|x||<||x||， 以及 

iT ^( t ) x 9 x ) - ( x 9 Tct ) x )^\\ xp ^ t ^ 0 - h 9 

所以 

Iim 

i -*o + 

于是强连续线性算子压缩半群的共轭半群，也是强连续压缩 
半群. 

记5为 11>0} 的无穷小生成元，则有 
引理 7.3. 2共轭半群的生成元 S 是压缩半群 
的生成元 Z 的共轭算子，即 

B - A \ (7.3.1〉 

证明 对于任意的工有 
(^lx ， y ) 二 lim r l (TCOx-Xyj;) 

=lim - if) 

t -o + 
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所以 0 cM *. 另一方面，设则 


(T ⑴ x - X，/) = (AT (Dx.^dt 

'■- 


故 



(x,T*(fc) A*^)dt, 


VxgD(A) # 


T*(t)y - t/= ^ T^(OA*ydt % 


所以办 = 这就得到引理获证. 

总结起来，我们有 

定理 7_3.3设龙是一个 Hilbert 空间， { r ( oN> 0 } 是一个 
强连续压缩半群，有无穷小生成元 A , 则共辄半群 
也是一个强连续压缩半群，有生成元 

连若在 Banach 空间上考虑一般的强连续算子半群，则 
{7^(t> |t>0} 未必能保持强连续性.然而有下列 

Phillips 定理 设 f 是一个 Banach 空间， {7\i) [00} 是才 

上一个强连续线性算子半群，它的生成元记为 A . 记 
TUO =7^(t) 1/， W \{ T - it )\ GO } 是上的一个强连续算子 
半群，有无穷小生成元它是使的定义域及值域都在 
上的最大限制， 

参看吉田耕作《泛函分析》第九章§ 13. 

现在回过来看 Sterne 定理，先看几 个注： 

注1设是一个强连渎酉算子半群，即对于 VC， 
T(t) 是酉算子.那么，当 


C / ( t ) = 


7(0, 

^(-0% 


t > O f 

t <0, 


(7.3.2) 


时，构成一个单参数强连续酉算子群. 

事实上群性质由的半群性质和酉性质导出，而强连续 


190 




性则由定理 7,3.3 导出， 

迂2关于的强连续性假设 （3) 可以被弱连续 
性： 

(3) / M x,ye 龙， ti - KLZ ( G ' y ) 连续， 

所 代替. 

事实上 v _)，II = W ， 所以当时•从 
而由弱收敛性以:&模收敛可推出强收敛， 

淀3进一步假设#是可分的，则弱连续性假设 (3 V 还可以 
被下列弱可测条件(3,所代替， 

(3) /7 vr ， ye ，， 是可测函数. 

证明由弱可测条件 (3)" 以及 Rie 3Z 表示定理可知，对于 V a 
eRS vye ，， 3〜 e ， 使得 

(^, AT ) = (7.3.3) 

Jo 

成立，由子 If <1^1 ||^||| x [|, 可见 

j J 0 

ba\\^\yh 

令 

v ^ eR 1 , y ^ z^y j/ fl 满足（7.3,3)式}參 
r 在 o 上弱连续，这是因为 

(U (Oi/ a ,z) = (i/ a> t/<-0^) 

=\ { U ( s ) j / 9 t /(- 0^)^ 



iU(s)y,z^ds 


2° D 在，中稠密. 

若不然，设 乂 任取，的一组完备正交基则对 
于 V ^6 RS 
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。 ， 幻 = J 。 (卩 ( o « ，之) 办 • 

推得 

(17(0 〜，艺）=0， n « = 1 

从而 3 i 0 eR \ 使得 

(U(t Q )e n% s) =0» n = l,2"“* 

于是 t /(-%>2? = 0， 故 z = L 得到矛盾_ 

综合广，2°知（3>^>(3>\证毕 • 

定理 7. 5,4设 { U ( OUeR 1 } 是一个弱可测酉算子群， 则必 
有一个自伴算子 A ， 使得 M 是它的生成元， 

证明记 7\( t )= t /(0, 当 时，则 {7\( t )| t >0} 是一个 
强连续酉算子半群，设其生成元为则 

A 自伴令今5= — 

然而由生成元的定义 

Bx - lim + - Ox 

i -0 + 

— lim UCf — 0^ x 

t -^o + 

= - lim UCt)r l (U*(t) -I)x 
< — o + 

—— B * x f 

所以 A 是自伴算子 • 由于 5 = 定理获证， 
这个定理的逆命题也成立.设 A 是一个自伴算子，它有谱分 
解 


A =■ XAE x 

J • 


令 


U { i ) 


^ tx iE, y teR 1 


则由算符浈算知 


(7.3.4) 


(7 # 3.5) 
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并且不难验证 £ eR 1 } 构成免上一个强连续酉算子群，而 
且它的生成元是 a. 

总结起来，得到单参数强连续酉算子群的表示定理. 

定理 7,S.5(Stone ) 为了闭稠定算子 S 是 HilbeM 空间#上 
—个单参数强连续酉算子群 〖6 R 1 } 的无穷小生成元，必 
须且仅须存在自伴算子 A ,使得 5 = 此时 

( ； (f) = exp( ， ’M) (7 聲 3.6) 

或者用 A 的谱族 {E Af - co<A<co} 来表示I 

U0) = <7.3,7) 

J —oa 

当关系式 <7.3.6) 或 (7.3.7) 成立时，我们称自伴算子 A 生成 
强连续酉算子群叫⑴ Ue R 1 }. 

3.2 Stone 定理的应用 
1. Bochner 定理 

定理 7,3,6 (Bochner) 为了复值连续函数/(【），- co<£< 
+ 03，有积分表示 


/⑴= (7.3.8) 

J 

其中〃 a ) 是非减的，有界 右连续 函数，必须且仅须 /( o 是正定 
的，即对于任意具有紧支集的连续函数史， 

f \ f ( t ^ s)<p (0 Tis ) dtds ^ o ^ (7.3.9) 

注 在第六章 § 4 中讨论的 Hamburger 矩问题是 (7 .3 .8) 的离 
妝 情形. Bochner 定理的证明思路与定理 6.4. ] 8的证明相仿 • 
证明运用枳分形式(7,3.8〉，直接验证可得不等式 (7. 3.9)， 
于是必要性 成立. 兹证充分性,即假定 / U ) 满足不等式 (7.3.9), 
要证明/⑷有枳分表示 (7.18) 式*为此，构造空间 
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L - \ x ( t ) £ R 




> 


r 冇穷个 t 盼外 


V ,• 




(7.3,iO) 


按函数的加法与数乘规定 △上 的运筇，-并定义 


(X f p> - 2 /(n) 叫 C7.3.11) 

一 oo < j ，3 . 、 

^/^co 由于/是正定的，故有 

( x y x ) > 0 , v 

在 i 上引人平移箅子 u ,: - 

( U T X ) 0 ) (7,3,12) 

则易见 

( U T x 9 U f t /) - (x ， y ) ， 

…， 

K 

注意到 L 不是内积空间，为此令 


n = { xe ^\ 尤） = o >. 


作商空间 千是 L / N 是内积空间，它的内积为 

(C x ] ， [y]) ; (7,3.13) 

其中[>]，□/]分别表示 x ^在商空间中的 陪集. 商空间上内积之 
所以有意义是因为 0， iO 二0， vxei 9 seN . 记此商空间的完 
备空间为深％于是，是一个 HUben 空间， 

m 为比忙 N ， 所以由 Q 然导出商空间 L / W 上的算子 

t} r Lxj = iU r x^ V^e^^eR 1 . (7.3.14) 

可以连续延拓到整个#上，仍记成 由 W 的性质知 {h 
reR 1 } 是尤上的酉算子群 ■ 

将证明 reR 1 } 是强连续的，对任意的 xek 
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= u^xV 

= 2||^|f 3 - 2Re(l/ … 一 Tjjl y ， r) 

= 2 Re (|| x |( 2 - 

= 2R<S/ (t-s)x(t)x{s) 

I V 縻 

- S /( 卜似(卜 Ir ^ t 2 l ) F ( s )^ 

M 0 ’ 

- 2Rej2[/(^ s ) -/(t-s + ]t t ^r 2 \)2x (t)xis) j, 

由 / 的连续性得到当 lTl - hl —0 时， 

W^^， 2 WP = 0 . 

于是 07^ reR 1 ) 构成#上一个强连续酉算子群*〜 

根据 Stone 定理，存在谱族 {fiy - co < A < oo >, 

现在取 

h ( 炙 ） = 

则^) et •此时 /(o = = ([^\% D 。]) = o ? T ；> 0 ]， 

M ), 即得 


e iTX dE x ^ 


rl ， 当 f = T ， 
0，当洋 r ， 


(7,3.15) 


(7.3 J 6) 


/⑴ =[ + e^Mi|£,[^ 0 ]|f 2 . 〈 7.3.17) 

w ― • 

定理获证. 

2. Sclirodinger 方程的解 
量子力学的基本方程是 Scbrodinger 方程 
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= (7.3 J8) 

其中 H 是 Hamilton 箅子-音 A + V ⑻- H = A , A 是 Plank 常 

数，而是波函数， W ( r ， t > l 2 的物理意义是：在时刻粒 
子出现在点 x 处的几率密度.确切地说，对于任意 Borel 集 £c= 

R \ 积分]^4以，0| 2 <1>：表示在时刻{ ，粒子进入区域£的几率 • 

特别地& = i , 即波函数是归一的 • 

S <? hr 5<! ii ^ er 方程的解联系着初始时刻的波函数々(>，0)与1 
时刻的波函数.定义 

U ( t) t 扑， 0) H ^( x ， t )* (7.3.19) 

于是是全体波函数集上的一个变换，物理过程要求 

C/(t +5) ^U(t)U(s ) , 

又因为波函数是归一的，推知 U ( t ) 是等距的，因此 -co 
< t < + oo } 是一族单参数酉群，并且自然可以要求 Uw 是弱可测 
的，于是应用 Stone 定理，//必是自伴算子，并且 

= U_(x,Q) -中 Kx ， 0). ( 7 . 3 , 20 ) 

Stone 定理不但给出 Schrodixiger 方程的解，而且还断定 

Hamiltoi ) 算子 H 必须是自伴 算子， 在方程 (7.3. 18> 中 - + 

V ( x ) 只是形式确定的，并没有给出边界 条件. Stone 定理则提供 

了 —+ A + V ( x ) 定义域的限制.这对物理问題的求解起了积极 

的作用_ 

3. 遍历 ( Ergedic ：) 定理 

完整的经典力学系统，可看成具有 2 ri 个自由度的粒子，其相 
空间由 R 2 •中 的点(七，％，…,〜, P ,， P 2 ，…， P R ) 来描述，其中 


則 


心 是位置 坐标， Pi 是动量坐标.相空间上的点^遵从 HanuUon 方 
程组 



4» = 


a/f 

^ P~i 


_ dH 

—一^7, 



(7.3,21) 


其中 /f = H 0 j ， P ) 表示这力学系统的能量，称为 HamiUoxi 量.从方 
程组容易看出 Hamiltcm 量是这个方程组的一个第一积分，换句话 
说，在相空间上的点只能在一个等能量面上运动.只要 Hannltoii 
函数有2次可微性，并且假设它的等能量面是紧的，那 
么由常微分方程存在性理论，这个方程组存在整体解.这样一来 
这方程组决定了从初 值心到 Mt ) 的连续变换/设记 
( c )(^ R 2 *, 则对于每一个 teR 1 ， 

r tt S e —>r c , (7,3.22) 

于是 teR 1 } 构成 仏上的一个变换群， 

r t r s ^r u ^ ( 7 . 3 . 23 ) 


在此力学系统上， LiouvUle 定理成立， S 卩 

是 RR 2 •中的一个保测变换 • 

证明 设乃是 R ” 中一个可测集，令用 me s ( D £ > 
表示集合 A & Lebe 3 S ue 測度，则 

mes ( D t ) = f det (7.3.24) 

J o 0 dx 

f〆 二以 《 满足方程组 (7.3.21)， 即满足 

i(0 =grad//(^(f))^/, x(0) -x, (7.3.25) 

^ . , rr (dH dH dH dH dH \ 

其中 g^dH = 

J = [ , J • (7.3.26) 

\— i 0 / 2 a K 2* 

m 



当工吟 0 时， x(t) -x -^t grad H(x)mJ +0< t 2 ). 因此 


❿：/“㈣ glj+O ( 内 . 
dx dx 

由于对子任意矩阵 det ( I 十 ^ 4 ) = U+ttrA + 0 ( t 2 )， 以及 
tr ^( gradif . J )：=0， 故 

det^=l+0{t 2 ), 当 0 时暴 
代入 (7.3.24 ), 当£ 40时有 

mes D t ~[ (1 + 0 (t 2 ” dJC* 

由于起始时刻可以任意的， 上面讨 论中可用任意时刻~代替£ =0, 
从而有 


— me 3 D 



故 mea D t = const ， 于是 Liouville 定理成立， 
塊在考虑能量曲面 A ， 在 A 上引人测度 
d dS 


( 7 , 3 . 27 ) 


其中 M 是 R ” 上 Lebesgue 测度在能量曲面心上导出的曲面 測度. 
由 Licmvilk 定理立知 da 是心上的关于变换/\的一个不变测度， 
Bp a ( yi ) ^ air % A ), 

考察空间在这个空间上引入卩的一个算子表 
示： V / e ^( 2 C ) da ) 

( U ( t ) f ) w =/(/>), xe ~ C 7.3.28) 

由 厂的不 变性，立得 I 


198 




j /( r t x ) y ^ daix ) 


i / WPda ^：)， （7.3,29〉 


这表示是等距的，又因为/\是连续变换群，所以有 

U (t + 夕 ) =U it)U (S) ， WeRS (7.3.30) 

并且 u ⑴是在上的 • 这就得到少⑴； -oo<t<co} 是 Z^(Z c ，dcr> 
上一个酉算子群.这个算子还是弱可测的. 

在热力学中有一个基本 定律： “任何孤立系统趋于平衡态' 
在这个假设下，为了观察--个系统的任何物理量，往往通过长时 
间的观测，取物理量在过程中的平均，即 

+j:" 厂〆)办， 

然后令 T-co, 以极限值表示对该物理量的观测值 • 于是自 t 然要 
问这极限存在吗？在什么条件下存在？以及极限在什么意义下存 
在？ 

当运用仄的酉算子表示 (7,3.25) 式时，上述极限问題化归为 
求 

lim+ 厂 C/ (C) fdt c 

利用 Stone 定理，我们可证明下列平均遍历 (mean ergodic) 定理 • 
定理 7\3.7<Von Neumann) 设 {t/ ⑷！ te R 1 } 是 Hilbert 空 

间，上的一个单参数强连续酉算子群.令， 

U { t ) y ^ y } 9 深％是义的子 空间. 记 P 是# 到， g 的投影，則下列 
极限存在 - 

\im^\ T U{t)xAt^Px 9 <7 f 3 4 3X> 

T—w ^ J 0 

证明由 Stone 定理，我们有 


m 



V (t) 



e »^ d £ 


其中 AeR 1 ) 是酉算子群 teR 1 } 的生成元的谱族* 
引入函数 


e ( A ) = 



A = 0, 

；1共(). 


因为 


所以 



姑0, 

A = 0, 


limif e» 1 = e(A) # 

T-^OC * J o 

由 Fufcini 定理，以及 Lebesgue 控制收敛定理 


一 £ <( n 5 c | 2 

=厂:|+|^… dt ^( A ) | s dS£ A rp 

—0, 当 T 斗 《• 

故 

lim—f U (t)xdt = E (0> x m 

4 J 0 

次证巧只要证明它们有相同值域 • 因为 

U (t) ^ io) x ~ I e 1 1 A d£ A £ i0) x ^ E (0> x f 
J 一 

故 e ⑻ xei 这说明只 c 五…） (=/?(&• 另一方面，对于任意 

ye^o. 



， . I f T 

五 to、y = U ( t ) i/dt — 

T w D 

推得 01 故只(户>匚只（£^ 0; >，于是£他=户，式（7,3-3】） 

得 fc » 

定埋的 ffi 明还给出了如下的结论： 0是单参数强连续酉笕子 
群的生成元的特征值，相应的特征空间即生成元的揉是酉算子群 
的不动 a 的全体* 

将 Von Neumau : i 定理用到前面所讨论的力学系统，有 
推论 '3.8 设{厂“ - co <0< oo } 是由 Hamilton 方裎组 
(7,3,21〉所决定的能量 曲面心 上保持测度7不变的运动，则对干 
任意 / e im , dcr ), 下列极限在 L 2 意义下存在， 

iimif f(.r t x) it 

T * J 0 

而且极限函数满足 

j f(x)dcr(x) =J^ fix) d(T ⑻ • 


(7.3.32) 


(7,3.33) 


证明考虑 A 的酉算子表示，则⑺； - coCtCcc :， 是单 
参数弱可测酉算子群，由注2、注3, { U ( t ) % 是 

强连续的.因为 

t [1 f (FiX} dt = {U (t) f) (x> dtf 

由 Von Neuinaim 定理得到<7*3.32)式，因此只要证明 （7.3.33) 
式.极限 ( 7 . 3 , 32 ) 式是在 i 2 ( A ， dcr ) 意义下成立 • 由于 or ( Z c )< 
+ 0 ,所以 ( 7 . 3 . 32 ) 式在 PO ^ dcr ) 意义下 也成立 • 于是由 Fubini 

定理， 

f f ( jc ) dcr <^> = limf if /< r < >:) d £ dcr ( x > 

J S ^ T-*caj E 9 I J 9 
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=HmA 1 d( j f (T 
i J j J l . 

- \ f(x)dcj{x) m 
J 、 

推沦得 ^ 

除了 的在 POT . dcr ) 及 l ， Hl ： Cf drT )^ 义下 . 物呼觅对时 
间的平均，当 t 趋干^时，存在平均极限，卓尖上: d 个极限还是 
儿乎处处测度下成立 . 这就是 

定理 7,L9(Birkhoff 个别 ig 历定理） ^r t: QDCZCoc^ 

是由 Hamilton 方程组 <7,3.2i> 所决定的能 kllflif 私 1 上保持测度 a 
不变的运动，则对千任意 _/& P cr ci da)(^ = .l > 2), {m 

iiru - 士 - f(f\x)<U = / (r), a- a.e (7 3.34) 

由于本深程不准备渉及逾历论较深刻 mi , 这^定现我们就 
不证明了*有兴趣的读者可参石吉田说作《泛函分 fr > Vfc 章§2， 
或者 CumfeW 、 Fomin 和 3inai 的 tt Ergociic Tiu:or> v • Springer— 
Verlag ( J 930). 

定义 7.3. 彳0相空间（\,心）上保测变换群{厂； - co < t < 
+ 称为是遍历的 (ergodic) ， 如聚对于任意/ V (U(/)(p = 

1,2)，极限 



f ( r t x ) dx 


是一个常值函数， 

推论 7.3. 11若 - oD<a<co} 是遍历的，则对于 V/e 
L 2 (r c ， da) (p= 1 ， 2 >， 


j •: /(r s 帥 J w da (x) 
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(7.3,35) 



证明由遍历性假设， S …的域只能是一维的，而且只 
能由常值函数组成，所以由 （7.3.33) 式 

/Oc)da(x>. 

于是得到 <7.3.35) 式， 

稂据平均遍巧定理(7,3.35)在乙 2 (4，如)或 U (2： r ， da ) 意义 
下成立，而裉据个别遍历定理 (7.3.35) 在几乎处处 cr 测度意义下 
成立_ (7. 3, 35) 式的物理意义是在遍历性假设下物理量的时间平 
均等于相空间平均(几乎处处意义下 相等八 
所以作这样的定义是由于有 

定理 7*3. 12 - oo </< co } 是遍历的必要充分条件是 

如果矣内可测集 S 在 A 下不变， B 13 r t E ^ E , 则有 a (£)= o 或者 
卩 CB) = 1, 

liE 明 <1*^00} 是遍历的令今 V da ) ， 
£,0)/ 又 

r t E 二 E <^ U ( t )xe 亡 xe vteR 1 

lJ；> . Xe ^ Xe ， 

其中 h 〈幻是 可测集 £ 的示性函数. 

必要性 • 取/ = ☆，则 U = = 是常值函数，只 

能是0或1，即得7(幻=0或者 cr (幻=0^山 

充分性 • 设/€只(£^ 0 ,),贝!】/(/>) =/( x > 对于以 eR 1 成 
立， vaeRS 令 

Fa - { xe ^ c \ f (^) < o }^ (7 4 3.36) 

千是八 h = 由假设 a ( P B )=0 或者1，推得/必是一常值函 
数，因此 { G ; 是遍历的.定理获证. 

这定理说明运动{/%;《6 R 1 } 遍历是指相空间 A 上不存在一 
个真正的可测子集五，使得流 G 保持£不变，换句话说在时间平 
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均意义下，的各部分将逐渐转移到忍的其它各部分，以及从任 
意初态 xeA 出发， Gx 几乎处处跑遍整个相空间 a , 这就是统计 
力学“各态历经”或遍历性的意义* 

3.3 TroUer 乘积公式 

考察 i 2 ( R 3 ) 中自由粒子的 SchrSdingeir 方程 

- <7.3.37) 

ot 2 

H . = ■+△，在定义域 H 2 ( R 3 ) 上是自伴算子.由 Stone 定理， 
波函数随时间的发展是 * 

现在考虑有外场作用的自由粒子，相应的 SchrSdingeT 方程是 

也 冲 ( y 〆 ) = + V ( x )^( x , t) m (7,3-38) 

ot 2 

令为 i 2 ( R 3 ) 上乘积算子.在定义域 D (/ A ) = {« eL 2 ( R 3 )| V « 

是自伴算子 • 它生成强连续酉群 
R 1 }- 于是在外场 V 下自由粒子的能量算= 对千适 

当的勢函数 V (例如取例 6.5. 11中的势函数)，在定义域 H 2 < R 3 ) 
上，《也是自伴算子，自由粒子在外场作用下的波函数通过强连 

续酉算子群 | teR 1 } 作用在初值上得到 

_ 9 t ) “— hnx ，0). <7.3.39) 

方程 (7.3.37) 可通过变量分离方法容易求解*方程 (7.3.38) 的解 

一般不能通过显式给出，这是因为酉算子 e — &比复杂 • 
于是为了讨论 (7.3,39) 给出的波函数，自然希望通过相对简单的 

酉群 { te R 1 ^ 叫(- ！ } ) /e R 1 } 来得到 
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酉群 { 因为算子乘积不可交换， 

不是 expf - I 与 exj ^ 一 j 的乘积•那 

么它们之间的关系如何呢？ 

首先讨论有穷维空间的情形，此时线性算子用矩阵表示 * 设 
A 和 S 是矩阵，问题就化为矩阵如何通过 e 〃和 eu 来表 
示_我们有如下的乘积公式. 

引理 7,3.1 S ( Ue 乘积公式）设 A 和 S 是有穷维空间上的矩 
阵，则 

e^^ = liin(e 4 ^\ ( 7 . 3 . 40 ) 

A + B A a 

证明 = e ' T n :〜, 

S ： -T：^ S\-Sn + S ： ^T^ S；^Tl 

+ - i>^rr^s n r ： -^T ： 


limKnAPurj 

因为有 F 列估计 

iS^TJ 


• 満 1 


< C / n % 

其中 C 仅依赖于 《 AjJ 和 I 网.所以 
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limjjS: - TJ jj = 0^ 

引理获证 . 

时干无穷维 Hilbert 空间，上述引理可推广到无界自伴算子 
愦形. 

定理7 ,3.14 (Trott-r 乘积公式）设4和 B 是 Hilbert 空间免 
上的甴伴算+，设 /1 + W 在0 上自伴，贝 fj 

… =s-lim(e “ (7.3.41) 
证明 i ^ xeD , 则当 o 时， 

-士 (e. * A e A £ H x - jc) 

— (e ( 9 A x - x) + 丄 e i9 ^ (e l * n - x) 
s s 

->tAx + \Bx y 

一 (e *x - x)-^i (A ^B)x 9 
s 

记 7\ 。十 (e“ _e “ ft — e ‘… + £n )， 则 V jc ^ P, iim T^x = 0, 此外 
显然有 lim T ^ x ^ O . 

坤 ，-， 

由于 A + 5 在上自伴， D 在图漠 

w 心 f ? m + b >^ii 

下是一个 Bar^h 空间•于浩^适山，|卜1^4)到（方，11.1)的有 
界线性算子，并且对于毎个彳7\4关于$有界，由一致有 
界定理可知算子族{7\; seK 1 } —致有界，即存在常数 C， 使得 

!|7>KC|Mu a ， \/ x & d . 

从而对于 Baiutch 空间£>上的任意紧集 A ， 极限 uDiT a x = 0 ^^e 
A 上一致成立， 
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易证当 xd - D 时， 它… ㈣ x & D , 并丑 映射遙 
R 1 到 （ d , ihl + b ) 的连续映射，由于[〜1，1]是 IT 中紧纸，因此 
对于固定的 xec , 集合是 d 中紧集，所 
以 

lim —j^e ^ r A e ^ r ^ — e * 3,1 ^ + ^ ; Je * ^ f + B ; =0, 

r-»o r 


在犮 € [- 1，1]上一致成立. 

现在仿照引理 M 13的证明方法，通过插值 

1 e 11 e 1 Jx — （ e * 1 x 

’一 ( < v * r .* < ^ 


t -0 


—e 


广、 4 A ^ B)\ n 


I 




易见 




^\t[ max | 《 ( e “ 、 > ： r L ， ] (A+P> 〉 y“ + »)y| 

.•- »W- ..a^ 

—0, 当 ”—00 时 . 

所以 

lim (e * ’ 、 *’) x — e { f {A ^ B) x^ y D • 


由于 d 在# 中稠密，酉算子界为1，故上列极限在整个 < r 上也 
成立，定理获证. 

这个定理还可作如下的推广 t 

设>1和及是自伴算子，在 D 04) HD 〈月） 上本质自伴， 
则 Trptter 乘积公式 (7.3.41) 仍然成立， 
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上 述的证 明方法不再适用于推广后的命题。证明要复杂得 

多，超出本课程基本范围，我们就不去证明了 • 有兴趣读者可参 
^ P Chernoff “Semigroup Product Formulas and Addition o 4 

Unbounded Operators，” Bull • Airier Math. Soc ■ 76(1970) * 

将 Trotter 乘积公式用到 （7.3,39) ，我们得到 

/ _ .^0 ± .-^1 -L 

= lim ( e ~ " ) ^(^,0> y 

m —oo\ ’ 

极限 是在 p 意义下取的.量子力学中著名的 Fe y nman 路径积分可 
通过上述乘积公式导出. 


习 m 

7,3,1设 ( wwueR 1 } 是，上强连续酉算 子群. D 是衆 
中稠集，满足 v ^ eR \ 设 "（ t ) 在 d 上强可导，即 

对于每个 xeD ， t / ⑴ x 关于 t 可歟 • 证明在 D 上 

1-0 

本质自伴，而且它的闭包是/，其中 A 是此酉群的生成元 • 

7.3. 2 (Stone 定理的另一 证明〉 设 { t / W ! - ooCKoo } 是 

足上强连续酉算子群. 

⑴ v / eCo ( R 1 ), v ^ e 深％ 定义 

— f / (t) U (l)xdt 9 

J —on 

积分在 Riemaan 意义下有意义 • 令 D 是一切^的有界线性组合 
构成的集合，证明 D 是稠集. 

(2) 当 xeD 时， t ；( f ) x 可导，计算 

d (7 (t)x 

df i-o* 

(3) 定义算子如下： 
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D{A) : D，Ax = U f ( 0 )^, 



证明 A 是本质自伴私 u 

(4) 令证明 V ( t ) 

7.3.3 设 / n 是，上自伴算子，若对每个身％ KR 1 ， 
在分中强收敛，证明存在自伴算子使得 • 
7.3.4 设 U 是尤上酉算子，则极限 

] N-i 

lim ~ y]U 9 x^^ 


存在，而且 W 二屺 

7.3.5 设⑸，沒, < r ) 是有限测度空间，设 D 上保测变换群 
(€ R 1 } 是遍历的，求证 

(1) Vf>ffeL 2 CO f ^,cx) 

IS 士 [(/(尸 〆 )，神 rL /da jj da 

(2) 设 A，Be 龙，则 

lim J (7<r t A^\B)At--^Q^o{A)<J( y B y ) ^ 

7.3.6 设乂和 B 是正自伴算子 ， A + S 在 D ( A ) nD (5) 上自 
伴_ 和 -（A + 的 均可生成强连续压缩半群，分别记为 

{THDi t > Q } 9 { T ^( t ) } 00} 和 + t ^ O}y 证明 

^ ⑴ …! l，(du 

§ 4 Markov 过程 

在经典力学中，质点系在任何时刻的真实运动完全由任一过 
去时刻~的运动状况决定.换句话说，已知~时刻质点系的状况 
(相空间中的坐标，指位置和速度），就能完全确定以后任何时刻 
的状况，因此质点系状况随时间的发展完全确定,_这种过程称为 
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确定性过程 _ 除经典在全部现代物埋学屮，必须处理 
这样一种比较复杂的诸怳： ；(_ i : 知逍一个体系在某时刻 t 。 乃至 h 
以前时刻的全部情况的饴息也不足以唯一地确定该体系以后时刻 
的情况，而只能决定“该体系处于某一可能情况之一”的概率. 
于是体 系随时 间的发展，其情况的变化是不确定的，称为随机 
的.如果体 系在/ 的倩况的 m 总不影响上述的概率，也就是说 
这个概率只取决于 I 时刻情况的信息而与过去％以前)的信息无 
关，这种现象称为无后效现象.这种随机的过程称为无后效过程 
或者称为 Markov 过程 〈马氏 过程）. 

考察具有无后效现象的体系.用表示体系在 f 时刻的 
状况， {X(0};4 是体系随时间的发展，称为过程的轨道.以£ 
表示该体系所有可能情况的某一子集合.那么体系在时刻~处于 
情况X而在以后的某时刻（转为集合 S 中的情况之一的概率用 

Prob{X (t) ^ £| X (t 0 ) = x} 

表示，并记成 

P(t 09 x ； t ， E) = ?iob{X (t) e B| -x } 9 
这个概率称为转移概率. 

如果转移槪率只侬赖于时间间隔〖 -k 而与考虑的初始时刻 
Q 无关，那么对于任意 s 

Prob{X (t + ^) £ £ | X (t 0 -f- s) = x} 

- Prob{X £ 五 I 义（心 ） =x } m 

这是一类特殊的转移概率，称为齐次转移概率，具有这种齐次转 
移槪率的过程称为齐次马氏过程 a 对于齐次马氏过程， 
转移槪率记成 

P{t 9 x 9 E) s= Prob{AT (t + s)^E\X($') = x} m 
研究 Markov 过程主要用两种手段，一种是用槪率方法讨论它 
的轨道性质，另一种是用分析方法讨论它的转移概率.算子半群 
理论是讨论 Markov 过程的转移概率的有效工具.本节将只讨论 
Markov 过程的 特移槪 率， 
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4 , J Markov 转赛義数 

设 M 是一个完备度量空间，称为状态空间； j 是 Af 上一切 
Borel 子集构成的集族； A 是 ( AJ ， 贫)上的非负测度 • 

定义 7.4.1 函数尸 H 石 ）： R ! xAf x 濟 — R 1 称为一个 
Mark ° v 转移函数是指， 

(1) 对于任意^>0，户4^,_)是（从，1)上一个概率 
测度，即是 M 上一个完全可加非负值集函数，满足尸 

〈2) 对 于任意(>0， En P ( t , •，五 ） 是_从上一个 Borel 可濟 
函数 > 

(3) P ( O^x r E ) - Xe (^3 r 是£ 的特征函数 j 

(4) 对于任意的 M , 私 H 

P(t^s y x^E) = f P(t,x t d^)P(s f y,E) (7.4.1) 

(7.4.〖) 式叫作 Chapmaci - lCoinio ^ o.ov /H 

若存在函数 pm ): R , X M X 使得 

Pu A C) - j p(t ,x . v) A(d^), 

称 PG 扒为 Markov 转移密变。 

我们來考赛？ Chapmari-Ku:mjg Ci ， 0 ；r /y;；^ W(t %E) 是某齐 
次马氏过程的转移函 fi* 3h H:j: 栉从 r 出发，经时川间隔《转移到 
任意点 J / 的小邻域6内的槪率是而洱从#出发经 
时间间颉 s 转移到 E 内的槪率，由齐次姓可知是 P0?， ;A £) •于 
是由玛氏过程的无后效性岈知从 x 出发经时闶间配 / + s 转移到 S 
内，而子中间时刻 t 时奥经过点•^的小区域幼的 K 串是 PW, 
# 心 ，夕，幻.由于过程在中间时刻 t 可能转移到 M 中的任何区 
威办，因此时间间琛 》 十. 9 中由 x 转移到 E 内概率，应5是 
坫) P(s >jSj E) 公丁'一切"(能办求枳分.所以 Markov 函数满足 d 
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方®，反映 f Markov 过程的无后效性. 

记 C ,< M ) 为 M 上一致连续的有界函数空间 • 在一致模= 
mp{\u(x) | , xeM } 下， 0。(>/) 是一个 Banach 空间. 在（^(从) 上 

定义算子半群. 


( T ( i ) u ) ( x ) - u ( J /) P ( t 9 x f di /) 9 (7,4.2) 

J M 

定义 7. 4 .2 —个 Markov 转移函数称为是一个 
Fellei ■函数，迠指如果 

: T ( OueC 0 ( Af)， V 之>0 

对每一个 ueC 0 ( M ) 成立 • 

定义 7.4.3 设 P ( t ， x ， E ) 是 Markov 转移函数， fl < r ， e ) 表示 
M 中以^为中心， e 为半径的球.如果 

lhn P ( l f x t BCx r E )) =1 (7.4.3) 

i i o 

对于一切 reM , s > o 成立，就称是随机连续的 • 如果 
极限 (7.4. 3〉式关于 M 中 X —致成立，就称 p ( t ， x , 幻是一 致随机 
连续的. 

定理7, 4. 4若戶(纟',£)是一个一致随机连续的 FeUer 函数， 
则 { T ⑴！ f >0} 是 C 。( M ) 上的一个强连续的压缩半群 • 

证明由转移函数定义中的条件 (3) 立得 T <0)=/, 而由条件 

( 1 ) 

flT(Ou|| Co(Jtf) = supj ^ 

^ || u || su - p [ 

=1 卜 II ， 

推出 r ⑴是压缩的.由 C - A 方程(7.4.1>, 
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(T(t + s)ii)(x) = [ P(t + s,x,dy)a(y) 

J m 

=f f P (t 9 dz) P (s 9 z 9 di/)u(if) 
J MJ M 

- [ P ( t , x 9 dz ) ( r ( s ) M ) ( z ) 

J M 


|![1 得半群性质 


(T(t)T{s)u)W 9 


Ta+s) =T{t)T(s). 


最后验证强连续性 • 设 《 eC & ( M )， 贝 IJ 

|ir(Ow-«u = sup I f P(i 9 x y A^ [u (^) f 

#€jir IJ » * 

<eup f P ( t , x , d ^)[ u ( j /) I 

* €M 8(,9. d ) L 

+ 2|] t 4 |isup f P ( t 9 x f iy ). 

J 


M\B{x 9 4 ) 


对于任给6>0，选取使得 

固定 s > o , 再取 n > o 足够小，以致当 te ( Od ) 时 ^ 


= p ，尤， 

便得到 

定理获证* 

例设 m = 令 


P (^ x ,£)= (⑽) 


yir7- 2 J ^ ex p( ^ ，>仏 


h ⑴， 


0. 


(7,4,4> 


这是一个 Markov 转移函数.它所对应的随机过程称为 n 维 Brown 
运动.容易证明它是一致随机连续的 Feller 函数，所以它在 
C 0 ( IT ) 上生成强连续压缩半群.这个半群已经在§ 2的例 7.2.3 
中讨论过了，不过在例 7.2.3 中空间不包括常值 函数. 
如果将此定义拓充一维，把常值函数也包括进去，就与本节定义 
的空间一致了，例 7.2.3 中关于生成元的结论在本节所考虑:的空 
间上也成立.记此半群生成元为 A ，由例73的注，可知 
D(A) ={w6C Q (R fl )tA«eC (> (R-)}, 


Au - 会 △“， 

命题 7.4. 5设 {T ⑴ | t >0} 是由一个一致随机连续的 
函数所构造上的半群，它的无穷小生成元为>1，则 
(1) 对于每个 A >0, yeC . iM ), 方程 

Ati — Au — v 


在 D ( A ) 上有解 〆 

<2) 如果打 《( x 0 )> iiOO ， V ^ eM , 那么 

(Au) (^oXOi 

(3) ie ^( A ), 而且 AL = 0. 

证明 （1) 由 Hille - Yosida 定理必要性推得， 

(2> 由于 ueD ( A ), 以及 u (&»! i 00， 


{Au) (x^ - Um j-j-P , dy) [；u (}/) - w(x 0 )]<Q. 

⑶在上列极限中取《 = ：1，由于即得匈= 0•命 
题得证. 

由定理 7. 4,4, 一个一致随机连续的 Feller 函数在 C D (M) 上 
构造出一个强连续压缩算子半群，我们将称此算子半群的生成元 


平 4 


为鸨 Feller 阀数的 1 i 成元，命题 7.4,5 讨论了 Feller 函数的生成 
元的性质. 于是我们要 问，上什么样的筇子是某个一致随 
机连续 Feller 函数的允穷小生成元？ 

定 117,4.6 设 M 是紧度蘆空间 ， C ( M ) 是 M 上全体连续函 
数、 个 & C ( A /) 上闭稠定线性箅子 ， 4是 W 上某个随机连续 Fdler 

函数的无穷小生成元必要允分条件是 

(1) 对于每一个 a>o, 任意〃 ec(M )， 方程 

入 u — Au = v 

在 D 04) 中 有解; 

( 2 ) 如杲 ueD ( A )， 而且 u ( x c )> w ( x )， yxeM 9 531J 

(初 （久。）<0| 

(3) l ^ O ( A ), 而且 Ai = 0* 

证明 M 是紧度置空间，所以而且随机连 
续等价千一致随机连续*必要性已在命题7, 4. 5中证明，故只须 
证明充分性. 

由条件 U ) 知 

(又一 乂 ） D(Z) =C(Af )， V A>0. 

由条降(2)，如果 Vx 6 M ， 则 

AwOc 0 ) — (x 0 )>Au(x 0 > = Amaxu(x) # 

故 

max[(A- A)w(rOAmaxw(x); 

如果 w ( x )<0， V^e Af , 则用 - wOO 代入上式得 

min [ <A - A ) w ( jt ) ( jc ); 

如杲 tiOO 变号，则 w (々）>0, 重复上面的讨论仍有 

max[ A) u ( x ) ] >Amaxti(x) , (7.4.5) 

再用- «00 代替“，可得 

min[(A- A) u (x)Amim;(x) , (7.4.6) 

总之 

^( A - A ) ul ^ AM 9 t (7.4.7) 

I 
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联合 （ D , 由定理知 A 是 C ( M ) 上一个强连续压缩算 
子半群 t >0} 的生成元. 

下面将通过半群 f ( t ) 1^0} 构造 Markov 转移泡数，并且证 
明随机连续性， 

令 C + ( Af ) =« C ( M)|u ⑻ >0}. 如果 + 由关 
系式 (7,4.6) 知 ( 又一 >1) 以匸 + ( 从、，故当 （ A-Ax/="6C + (Af) 时， 
tid ( Af )， BP 得 i? A C + ( M ) cC + ( M ). 

令7^0)=—〜，其中心=舻心一 A ， 则 7\( UC + ( M ) C ： 

C + ( M ), 由 § 1，当； ^ cc 时 7\< t )2^ r ( t ). 所以有 

T Ct)C + (AO czC— (M> • (7.4.8) 

由 Riesz 表示定理得 

(T(t)u) (x) = f u(y)P(t 9 x 9 d]/)^ <7 t 4 # 9) 

J M 

其中的 Bore! 集族多上的测度*由 （ 7.4.8) 得到， 
y Ee^,P(t,x f E)^o 9 由半群压缩性得到又由 
条件 (3) 

7 " (0 1 ^ 1 T (s)Aids = 0 , 

得到 P(t,x,Af>=i， 故戶(13,0是（对，货）上的概串测度，由千 
T (0) =/可知 P<0 ， r ，£〉 ^ Xe ( x ). 为证明 幻是 Markov 转 

移函数，还需证明是沒可测函数， 并见 Chapman-Kol_ 
mogorov 方 程 <7 . 4 . 1) 成立. 

令 L 表示满足如下条件的对上函数《组成的集合 I 

(I) V^>0, f u(iOPG,x，djO 是关于 x 的 jpf 测函数I 

J a 

<2) VM >0 
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P ( s , x , dy ) 


L 


P(t,i/,dz)u{z) 





P{t s f x .dz)u(z) m 

M 


由彳 T ( 0 11>0} 的半群性质知 U ( M 、， 而且 L 关于单调序列的 
极限封闭，即若 w „ eL ， 、单调收敛到“，则记/;为从中 


的度 S ， 对于任意开集 Ge 货， 
COM ), 以及 

1， 

fn ( f ) = ^ 

. 十 I ， 

则 4„(wOO> t Xq^) 9 

Xn< x )^ L . 

现在考察 M 的子集族 


取 WOO = iaf {p( X fJO l^£ G }6 

当1叶> 去， 

当 kl<j ， 

因为 /n(«k))SC(M ), 所以 


{ AczM \ x A eL }. 

干是全体开集 (;> 4具有如下 性质： 

5,0^ = ^ s ,\ js 2 eA t 

S 1 zdS 2 => yi | 

^ n eA, 5 tt |5 令 se 疋 


由测度论理论知，具有如上性质的集 族/当 包含全体开集时必包 
含由全体开集生成的最小 a 代数， 故 a 二 ) 沒 . 

现在取 《(>：) 即得 P(t ， •，幻 是穿可溅的而且满足 

C-/C 方程，所以 P(t ， x ， fi) 确是 Markov 转移函数， 

由千半群 {T ⑴ 0>0) 保持 C(M) 不变， PU>,£ 〉 ffi 然是 
Fell« 函数，最后证明转移函数是随机连续的。对任意 reM, 
e>0 , 取 

令 
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^( y ) -i 


u(xj 

0， 


如吻) , 

如叫）=0， 


于是 0<P(50<1 ， 以 y)eC(Ai), 而且 ”(J0 二 0, ^ }/^B(x f e) f 
故 


"00 - 


iT ( t ) v ) 00 = 1_ 



P(t,x > dy)v(}/) 




令 0 + f 即得 

!im P ( t,x f B (x f e )) - 1 # 

| 呼0 + 

定理得证. 

例考虑^= 5 ^,平面上的单位圆周，千是 
C (< S l ) = {«(幻…是周期为 2ot 的连续函数 }• 
令 


A " a ( 9 ) W ^ H 9 ) T 8 9 (7乂10> 

其中 a (0>>( M (0) ， 〆 (0)， fr (5) ，&，（0> eC ( P )， 设 

D ( A ) = { ueC { S l )\ u f f u ^ CiS l )} 9 (7.4.11) 

则 A 是随机连续 Feller 函数的生成元 • 

事实上，显然有1£乃(乂)，^1 =0 # 设£>(4)，《的在 
0。达到极大值，则《0, uMfloXO , i & 

( Au ) ( 0 Q )= 略 ) u "(〜)<()• 

所 以定理 7.4.6 的条件 (2),(3) 满足 • 而条件 U ) 由常微分方程理 
论 得到# > 

4.2 护散辻程转移函数 

下面来讨论扩散过程 • 这是一类電要的 Markov 过程 • 这类 
过程之所以重要，是因为它给出统计力学中扩散现象的精确描 
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連。 讨备扩故过程可用不同方法，有纯槪串方法，有纯分析的方 

每种方法都有各自特色，也柯各自的局限性，它们互为补 
宂，从不同的角度揭示扩散过程的实质. ？Ji- 们这儿用分析方法讨 
论，这种方法与算子半群现论以及偏微分方程现沦有密切关系. 

>定义7, 4.7 设是状态空间 OT ，瀠*，心）上的 Mar¬ 
kov 转移函数， 其中是 n 维 Borel (T- 代数， dx 是 n 维 Lehe$gue 
测度，若转移函数满足：对于 VOO， 

(1) lim -~aup P ( t , x 7 B ( x t s ) c ) -o, (7-4.12) 

I -r 0 i t ^ 

(2) lim -J f ( m - x ) P ( t 7 x } dt /) ^ b ( x ), (7.4,13) 

1 — 0 如 J 9 ^.S(x t 9 ； 

(3> limAf (y - - X ) P (t f x t dy ) = a ( x) f 

1 -，0 + I J 9 ^ H(Xm t i 

(7.4.14) 

其中 SO，e) - {^6R W | - R n \ B ( x f s ) 9 自 

然咐) ={~(幻；/ = J，" •，打)是《维矢量函数， aU) = U"00) … 
是函数矩阵 • 又若对每一个 矩阵 aU) 是正定的，则称 
夂 ，均是 n 维扩散过程转移函数. 

先对这些条件作些解释.设想质点在:IV中作随机运动，其 
转移函数遵循定义 7.4.7 中的诸条件， 

1°根据条件（1>，转移函数一致随机连续，它的概串意义 
是，从任意的位置 x 出发的质点，在时间间隔 t 之后跑出 x 的 s 
邻域的槪率比 i 是更髙阶的无 穷小， 由于 t >0 任意，这表明质点 
在很短时间内不能得到很大位移， 

2 P 在条件 (1) 下，易证条件 （2) 与 (3) 中的极限不依赖于^ 

3。 的概率意义是质点在^处的平均速度； a ( x ) 则与质 
点在 r 处的平均动能成正比. 

根据这种概率诠释，称为扩散系数，*仏)称为迁移系 


数 
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例考虑 R 中 Markov 转移函数 


BXp {^2 l^~) Ai/r t>0t 


P{t >Xf E) = w\ 以 a- / 

. Xu ⑻， i = 0， 

(7.4.15) 

则它是扩散过程的转移函数，相应的扩散系数矩阵 aU ) =<7 2 /， 
迁移系数 b ( x ) = 0. 由式 (7. 4, 4) 所确定的 n 维 Brown 运动是扩散 
系数阵为迁移系数为0的扩散过程 • 

定理 7.4. 8设扩散过程转移函数有密度函数 PG , 
夂,幻，又设偏微商 


dx i 


d 2 p (t 9 x t p) 
dX { dXj 9 


(7.4.16) 


存在而且关于 Cxj 连续，则 〆 hrj ) 满足下列方程 


dpa . x ^) 

^Yt 


一 ) ％器 1 


(7.4.17) 


这个方程称为 Kolmogorov 后退方程* 
证明对任意5>0,0>0， 


j O(t + s,no 

= 4-1 p{S 9 x,z) ip(t^,y) -p(ny)]d2r 

o Jn fl 


八 + i 2 . 


其中 


« 

- i * 
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p{S t x^) L p(t^ s y) -p{t,x f y)Jdz 




重复上面证明过程，可得 (7.4. 17>式当左边导数换成^后成立， 

ot 

于是 (7.4.17) 式成立定理得证. 

设 5(10 为全体 n 维有界可测函数，则 Markoy 转换函数 
厂0/，。在5(]^>上定义了算子半群 ： 

CTU )/) ⑷ V /6^( R "). 

<7.4.18) 

它是压缩半群 • 定理7,4,4指出, 当厂 〈 ( ，\灼是一致随机连续的 
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relkT 函数时，此羊群以被限制到趴 IT) 的子空间 
qor ) 上成为一个强连续算子半群_现在假设是扩牧 
过程转移函数并且是 FeUu 函数，它所定义的半群称为扩散半群_ 
设 a 是扩散半群的生成元. 

定理 7,4,9若有界并且有二阶连续导数，贝1| , 

»v 

(Au) (x) = 

(7,4.19) 

证明由生成元的定义 

(Au) (x) = Hm ~\ fu(y) ^u(x)JP(t 9 x,dp) f 
i *o t J ** 

将在 x 处展成 T 吖 lo r 级数，同定理 7 8 证明一样，即可得 

等式 (7.4.18). 定理获证* 

此定理告诉我们，扩散过程转移函数当它是 FeUer 函数时，它 
的生成元本质上是二阶椭圆型偏微分算子 

j ⑷去, <7.4.20) 

正是通过微分算子(7.4.20)，联系着扩散过程、算子半群理论以 
及抛物型偏微分方程 




(7,4,21) 


的理论， 

扩散过程的中心问题是当给定了一组函数 (Q } 和 
队⑷），是否存在唯一的以{叫00 } 为扩散系数和队 （A } 为迁移 
系数的扩散转移函数关于这个问题，我们介绍下列的 
结果. 

定理 7.4.10 设0^00},{~(巧}满足以下条件， 
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(1) 是严格一致椭圆型的，即存在常数 
使得下列不等式 

A m z <2 a " (咐 m 2 
对于一切 ( t ，… ，“） e IT 在 re R B 上成立 I 

(2) | t ,( x )|^ M , \h， V ^ GR^i 

<3) Lipschitz 连续 • 即存在常数 0 ^> 0 ，匸<£ 0 , 
\a t j(x) -a { j{y) |e^C|x-j/| a , 

t i = I 2 ••• n 

1 M 戈） 工-夕 1% ’ 9 

对一切 R " 成立 • 

那么必唯一存在满足下列性质的函数 P ( t ， x , jo : 

(V P ( M , AO 适合 Kolmogorov 后退方程 (7• 4 • 17 > j 

(2) 对于任意 《 ec D or ) 


lim p ( t , x f j /) u ( s /) dj / = u ( x ) } 

卜 o .J tt* 

(3) 当 C >0, p ( n y ) 关于连续； 

(4) P ( t ， HO >0，[^ 8 l } 

(5) 对于一切 s , t >0, x , j / eR a ， 

p(t + s 9 x,p) - \p(t f x,z)p(s f z 9 y) dr, 


<6) Urn f 

t ， o+J I 


p(t r x ,y)dy= Oy V fi>0| 


(7) V «6 C 0 ( R ，）， 函数 


u(t,x) 


p(t,x,y)u(i/)d i y 


是抛物型方程 

,_XJ_ 

~~dt 


X 皆❿ 


iim n(t ， x) = u (x) 

t -•■o + 

的解， 笆 £>0 时，方程中出现的各阶偏导数均是有界连续的 * 
定理的 UE 明可黎考 Friedman “ Partiai Differential Equations 

of Parabolic Type” 1964^ 

如果取为转移概率密度，即从 

**• 

Pit f x f E) = p(t f x 9 i/)dj/ 

J n 

为转移函数，则它是一致随机连续的 Feller 函数而1还是扩散过 
程转移函数，以 { fliib )} 为扩散系数，以{匕00}为迁移系数 • 

§5散射理论 

5 . 1 波算子 

假设，是可分 H ! l be rt 空间，4,5是，上的自伴算子. A 和 S 
分別产生，上的单参数强连续酉算子群 0 ’ ( t > = e 〃 ‘与^ • 
考虑尤上单参数酉算子族 

way = U(^nva) ( 7 . 5 , 1 ) 

一般说來它们不构成算子群。叹⑴可用千描述量子力学系 
统的运动，也可用于描述双曲型波动方程所刻划的光波、声波运 
动，设有一个以#为相空间的系统，其运动轨道是 y ( f )， 该系统 
初始时刻的状态与时刻〖的状态通过算子族 v ( o 联系 I vat ), 
v ( O )^ vU ). 为了刻划这个系统的运动，我们往往将它与^上另 
一个较为简单的系统进行比较，令 u ⑴表示此较为简单系统的运 
动轨道，而算子族 U ⑴刻划了这个运动：⑴•假 
设 

\ w + O) , 当 + c>c, 

I (^) , 当 ^ -°°， 

•I 

或者写成 


224 



lim - (O || =0* 

.—too 

如果将初值记成 

V(0) =r, 以士 （ D) = 工士 , 


运用算子记号，上式改写成 

lim 0 )x - U (^ t ) x^l = 0, 

• / 

因为是酉算子，上式又等价于 

lim } Wit ) x - x ± l =0, 

1 -^± «> 

其中 W ⑴ =U 卜 07(0 是由 (7.5.1) 式所定义的 • 

> 

令 ^ 

W ± = s — lim W (0, 

(-♦±00 

(7.5,2) 

M • 

w t x = x ±m 

定义 7.5.h 如果强极限 (7.5.2) 在，上存在， 

就称算子祝土 

为波算子.并且称 

S ^ W * W ^ 

(7,5,3) 


为散射算子. 

波算子与散射算子是散射理论里的基本量 • 波算子的存在性 
是一个基本问题.当然只有在相当强的限制下，强极限 (7.5.2) 
才会存在.显然只有当自姅算子4与自伴算子 P 在某种意义下相 
差不太大时，波算子 (7.5.2) 才会有定义，所以波算子的存在 
性在本质上属于扰动理论_当是酉算子时，^自动为酉算子 • 
但是未必是酉算子 • 可以证明，当波算子存在时，它们是 
等距的，因此当且仅当有相同值域时，散射算子是酉算子 • 
在物理应用上，要求 5* 是酉算子.因而^是否为酉算子是另一个 
重要问题，此问题等价于波算子是否有相同的值域•： 

例 7.5,2 设龙 = ⑺，+ ⑺），^ s ^ + 

V ( x ) 9 其中 K(x) 是I可积的 • 在适当定义域上 A 和 S 为東的自 
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伴算子 • 由乂产 生的酉算子群 = 4是平移群 

Ct/(Ou)(x) = w(x+0. (7.5.4) 

(见例 7,2.1>. 设是乘积算子 

(HVOOO =e (7.5.5) 

其中/ 

I 

^ Jo y ⑼办 • 

于是并且对于任意的 a > o ,， 

(又一 s )- 1 = wv (a - 

再由 Laplace 逆变换，得到 


V ( t )^ Wz l lf ( OW Q . 

所以 

(V(0w) (：0 = e- ‘此⑷ e 川 ， + ru(r 十 0• 

这样得到 W ( t ) 是乘积算子 

W (t) =© ⑴ * 卜 … 卜 屢 > 

i(* V{f)d 9 

=€ *_意 • 

于是波算子及散射算子均是乘积算子，它们是 


(7,5.6) 


W + 


^ f * V(.M)d» 

墨 00 

f +°° 

- i } f(f ；df 


f 

IJ F(r)df 


<7.5.7) 

(7.5. S ) 


5 = W 驚 =e — • （7.5,9) 

命® 7.5*3 ( i ) 若波算子或 VK _ 存在，则它是等距的 j 

(2) 设婭，中稠集，如果极限 

limVK ( t)x 

对:于每一个 xe£ ) 存在，则极限在整个，上存在， 

<3)阶+或…-是酉算:子，必须且仅须 
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s - 


lim — i)V (O 

t —十沈 

在#上 存在， 

证明 （]) 和 (2) 是显然的，只证(3)。设『 + 是酉算子，子是 
对每一个 we 身％犯3 = 由于 

f … 乂 . 

Q/ f V(-OUct)x) = ( "(一 
-^( W +* V ， X ) = dVKk ) •当 t — oo 时， 

故 w - lim Vi - t^U { t}x = W * + x m 因为 limllV (- t ) U ( t ) x ^ = gx ||. 

I - ®tO t n 

所以 

s - lim V( — t)V (^) = Wl 

t ^ s - 

在，上成立。反之，当 s - limK (- OUG ) 在柬上存在时，同理 

t 

可得 «*- limt /(-0 V (0, 又有模收敛 Hm || C / (- /) V (0^1 = |) i/L 

t —ao I -» OCV 

因此 s - limt / (- t ) K ⑴在穿上 成立. 类似地可得 阶― 是酉算子的 

t 

必要充分条件是 s -]证毕 

I 〜 一 

记 

W , ^W,(A r B) lime-“V fl ， (7,5.10) 

t 呼土從 

它明显表出波算子与自伴算子 Z 的关系. 

定理 7.5.4 设是自伴算子，贝 I ! 

⑴ W ^( A y B ) W + ( B , C ) = KA ， C )， (7;5.11> 

此式意义是当等号左边算子有意义时，右边算子也有意义，而且 
相等.类似地有 

W^(A 9 H)W^(B 9 C) = W^(A,C) a (7,5.12) 

(2) 假如存在，则 W + ( A ， 均是酉算子，而且此 
两算子互逆. 

(3) AW ± { A , B ) ^ W x ( A 9 B ) B 9 (7.5.13) 

此式意义是当等号两边的算子有相同定义域时，两算子相等， 

诏明 （1),(2) 是显然的，只须证 (3 h 因为 
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> '• - i i I < 0 ^ ^ 4 \ t ― r > • ， •• h(L 《 T 只， 

令卜土 oo , 有 

a itt 4 W . ( A 9 / f ) -( A 9 B ) o ir/i ^ 

对求微商，再収 「= (), 推得 

AIV ,( A , B ) ^ W : ( A , B ) B ^ 

定理 得证， 

下面给出波算子存在性的一个判定定理， 

定理 7.5.S (Cook) 设 A，S 是自伴算子，/?是，中一个稠 
集，对每一个《6乃，存在实数《，使得当 时， 
D { A )^] D ( B ) 9 关千 t 连续，而上 L 

厂[| ( B - A)e <oo， （7.5.14) 

則 W + M，S) 在整个空间方上存在. 

证明 若 ueD ， 

(t)U =： ^< e ~ i i B u ^ 

=ie 叫 “（S - A 〉 e l ， 

因为故有 

WWiuyu^Wd,) u||< p II (B - >i)e“ S 1 X||dt ， 

令今00,由于 Wj 在 (S，OD) 上可积，推得 

lim \V ( t)u =：W ^( A 9 B)u 

l 

存在 • 由于 D 是，中稠集，根据命题 7 .5.3 中（1，上述极限在整 
个賞上存在 • 定理获证 • 

例 7.5. 6令， = [ 2 ( R 3 )， B ; A ， A ^ A ^ V ( x ), 势函数 
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在适当的定义域上 A 与 S 是分的自伴算 子* 酉算子群 
是通过解 Cauchy 问题， 


⑽ （ x ， t > 

dt ~ 

v ^(^,0) = 


= tBv(x 9 i) f 

f(X )， 


得到 

对于 S =： A ， 


<e^7) W^v(x y t) m 
由 Fourier 变换，容易解得 


CM ) 




i/2 




* * i 




现在假定 /€ D ( R 3 ), 于是有估计 

t )%^. ♦ 

根据已知条件势函数 V 是 i 2 可积的，所以有 

^ (B - A)e u B f\\ = \\V (x)v(x f t) I 
^JV||max|E ； (x,0 I 

< Cr 3/2 , Vk 

C 是与 i 无关的常数，条件 (7.5.14) 满足 • 因为在#中 
稠密， 引用 Cook 定理知波函数存在 • 

注改变以❿定理中的条 件成： 当时， e ^^ ueD ^ A ) 
C [ D < iB ) 9 0 B - A ) e “〜 关于 t 连续，而且 



| (B — ‘‘ s u [ di < oo , 


(7.5.15) 


: ; k : 波箅子 H ( A ， S 〉 存在， 

对于例 7.5.6 中的波算子存在 • 

5.2 广义皮算子 " 

假如或取_是酉算子， （ 7. 5.13) 式表明4 和 S 是酉等价 
妁，苁而 A 和 S 有相同的谱集，即使波算子或不是酉算 
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手』的虎谱 [ii 是的点谱 H. 本征 i 数相同.事实上,设 Ae 叫丸 
= UT^O, ^1J W ( t ) u^^ i 11 u ¥ 对于任意实数 r , 当 
c—^ -+■ oo (^ ― oo ) f 

|J14’（/ + r) w ^ PV (0w|| - || e- i r[/1 ^ A) u - u\\ --^Q f 
得到 = 故如 =又“，从而儿—般来说，对 
于两个自伴算子 A 和3,不太可能除非 S 没有 
点谱 • 所以我们不应当期待强极限 (7.5,2) 式在全空间，上成 
立. 比较合理的假设是此极限在义的某个子空间上存 &. 为此我 
们给出下列 ft 伴算子绝对连续子空间槪念. 

定义 7.5. 7没 A 是 Hilberf 空间免上的自伴算子， { E^ke 
汶^是它的丨普族.对于每个 

m u ( S ) = j|E(S)uj] 2 = j d(£ A u,ti> 

是 R l 上的非负有限测度，其中 S 逄直线上的 Lebesgue 可瀦集. 
如果关于 LeLesguc 测度绝对连续，则称 u 为关于乂的绝对连 
续元素，全体关于 A 的绝对连续元素的集合称为 A 的绝对连续子 
空间，记作 avM〉. 如果测度 m, 关于 Lebesgue 测度奇异，則 
称为关于4的奇异元素，全体关于/的奇异元素的集合称为 A 
的奇异子空间，记作，〆句. 

命题 7.5.8 ， ac (A ), 是象的闭线性子空间，而且 

^^^ ac (A) ㊉， 5 (A) m (7.5.16) 

证明任取叫深, v ^^ r s ( A) m 
Borel 零测集 *? 0 , m„(S) =m v (5rn s o) 令今 "一 £ (&o)) y = 0•因 

此 

(w ， y) = (u^iS^v) ^ (EiS^u^v) =(}• 

另一方面，对每一个切 e，， 可分解测度抓扣（幻=爪/(幻+ 
爪〃(幻，使得 心是绝 对连续测度， rn〃(S) 是奇#测度 • f 是 
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存在 Bord 零脷集 S _。， •令 

v 二 E (Sq)w, u^-U}^ v 9 



\\E(S)v\\^\\E(S)E(S 0 )w\\^m w (SC\S^ 

= m v CS fl * S ' o ) ^ m/, 9 

|JS iS)u\\^\\E(S) a-E(S 0 ))w\\^^E(S\S,)w 

切 -nt w (S) - 

- rriy, (S) - m f/ (S) - m f (S ), 


因此 

v ^^ T s M ), « e ^ uc < v 4) # 

由 ( a ) 丄深 VA > 及方 ac (山 ㊉ = ，，证明了 y ac CA ) 
及>^(/)均为賞的闭线性子 空闾. 命题获证. 

我们记免 p (A) 为全体自伴算子的本征元素集合，称为 A 的 
不连续子空间 • 它在方中的正交补空间方％ (A) 称为 A 的连续子空 
间，显然有令身 V，(A) = ^%(A)©， tte (4)， 
称为汽的连续奇异子空间，是， 3 e (A) 在空间 ， C (A> 中 
的正 交补。 于是，有如下分解 

=深％〈乂） ㊉ ， P ( A > 

=㊉，〆 A) ， （7.5.17) 

子空间， p ( A )， 才 VO 1 ) 和身％ 〆X )都是 X 的不变子空间 • 

定义 7.5. 9设乂和 B 是自伴算子.记为，到 S 的绝 

对连续子空间哭 V ( S ) 上的投影算子 • 如果强极限 

W ± (A f B) = s^ [ime-^^^^P ac (B) (7.5.18) 

✓ t ^±'-^ 

在，上存在，则称 ^ V ± ( A , B ) 为广义波算子 • 

洼 1如果广义波算子存在，记 

Ran(W + ) 9 = Ran (W_) 9 <7.5 19) 

则^\是从，^05)到^^的苘算子，且对任意实数厂有 • 

^ i ^ W ± { A > B ) ^ W ± { A y B ) t - iS \ (7.5.20) 
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由 （7.5.20) 式可知， ± 是6 的不变子空间，而且 

W t lD ( B )] 匚 Z) ( A ) 9 (7.5.21) 

AW^{A,B) , (A 9 B)B y ( 7 . 5 , 22 ) 

故龙％是算子 A 的不变子 空间. 由 < 7 . 5 , 22 )式知乂|。与 BU ac u> 
是酉等价的*因此， ±C：c^V.(A). 

记 为# 到身 V(A) 的投影算子，匕为署到身％的投 
影算子，于是 ^dP a<: M >. 从而 

W ± ^ W ± P aC { B ) ^ P ± W ± = P ac ( A ) W ±9 (7.5.23) 

洼2若广义波算子 V^ t (A, 扔存在， W ± (S,C ) 存在，则 

存在，且有下列锁链法则 

(A,S)W ± ( B f C )= W ± (X,C?). (7.5.24) 

事实上，由广义波算子性质 Ran^(5,C)c：RaD P ac (5), 
lim 1 (I - P ac (丑 )）e- “ KC) ㈣ = 0. 

t 

由恒等式 

e -“x e 4 acp ac (^C)u 

= e ^ iiA e^ u B P ac ( B ) e ^ itB e * i * c P a ^( C)u 

当 ± ⑺时即得 (7,5. 24>式* 

定义 7.5.10 设广义波算子（人扪存在，如果 

深％。，-二深 ％ C (A)， (7.5.25) 

就称 W ± (人 B) 是完全的， 

根据定义，当广义波算子是完全时，它们是空间 
身V (的到 空间龙 V(A) 上的酉算子 A 不难得到共轭算子 
扔则是深 V (A 〉 到， ae (B) 的酉算子.也就是说 ， 

飞 W -( A f B ) W ± ( A 9 B )= P ac ( B) f (7.5.26) 

W ^ A y B ) WtiA f B ) (7,5,27) 

定理 7.5. 11设广义谀算子存在，則它是完全的 
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必要充分条件是广义波算 F < s , 存在. 

i £ 明假设都存在，由锁链公式 
(7.5.24), P flC (^)-VK h M,A) ^W ± (A y B)W t (B,A) f 所以 
爸 Ran(P je (-4))C~Ran(W^ (A t B)) 

而由注 1知 Ran ( W ± ) C 龙 VM ), 于是得， t = ， ar ( A ), 故广 
义波算子是完全的. 

反之，设 wja ， 旬存在而且是完全的，任取 we ， ae ( A ), 

彐 决％使得 u W + •由 


得 


即 


lim \\e^ i * 4 e 1 tB P n „ (B)v - u( = 0 

I f Jo 

lim j|e- j,B e M ^w^P 0C (B)yI| =0, 

虞 - ♦ + so 


W^.(B t A)u - P uc (B)v 9 

同理可得的存在性.定理 得证。 

波算子的 Cook 存在性定理可以毫无困难地推广到广义波算 
子倩形.这就是 

定理 7.5J2 (Cook) 设 A, S 是岿伴 算子， 集合 Dcr_D(S> 
n^,,cS ), 并且在龙 v (石）中稠 • 设对干每一个 ueD ， 存在正 
数使得 3 U|>s 时， ^^^ ueD ( A ) 9 而且 


J [H(S-A) e" 〜I 十 j(B-A)e ‘“良 ut |]dt<co, 

. (7.5.28) 

则 W ^( A,fl) 存在. 

定理证明留给作者.我们指出当 S 是常系数偏微分箅子或者 
伪微分算子，它与相对简单的动力学系统相眹系，此时可运用 
Cook 定理的方法证明取，（弋5〉的存在性_ 

下面介绍戈干广义波算子的存在性和完全性的 Kato-Birmai. 
理论 • 运用 Cuok 方法，关彼在于控制在 BUto 
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理论屮要考虑衫 - >1 是所谓的迹类算子的 情形 . fE Birman 理论 
中则考虑予解算子的差卬 + O— 1 - (A+0- 1 是迹类算子的情形 • 
为了说明这个理论，考虑非常特殊情形，设是秩为 1 的算 
子，即存在单位元素 t ，， 使得冲 . 为了运用 Cook 
方法证明 iA y B) 存在，就要考虑使得 (e^«u,^)e^ 1 (R ) 的那 
些元为故存在函数 / ，几乎处处非负，使 
得 d(£ A u 7 ti) 下面的引理中将看到存在 seL 2 (R ， 

/dA), 使得 =£K/l)/U)dA . 因此 

(G iiB u 9 v) = f ^ itx gU)fU)d^ 4 
J 

所以 ( e <, s ii , v ) 是 v /§^/ 的逆 Fourier 变换 ■ 一般来说要 Fourier 
变換属于 Li 较难，但是属于 L 2 要容易得多.因此我们来考虑使 
得 ei 2 ( JR ) 的那些元《 ,从而引出下列的定义. 

定义 7.5. 13设 S 是自伴算子， - oo < A < c ^ 是它的 
谱族，令 

9Jt ( 丑 ） = {u t ^ I 3 / 1 ^ (R 1 ),d (E y u) — f (A)dA a,e• }• 

(7,5.29) 

易知、: m ( s ) 在^ ^( s ) 中稠，当 new ( fl ) 时，记 

III u ;|1 -1(/11.,. (7,5,30) 

引理 7,5.14 对于任意 ue 浙 （ s ), ve 龙， 

.1 (e " 〜，⑺ |*dt<2 冗 111 u HI a M 2 . (7.5.31) 
Jr 1 

证明令 P 为，到由“及 J 5 生成的循环子空间上的投影算子 _ 
设 d (£. lW , ii ) = /( A ) dA . 考虑映射 M , P ^^ LHK l JdA ), 它由 
M t u ^ l 以及所确定 . M 是，尤到 L 2 < RS / dA ) 的酉算子， 
设 i ?( A > •贝 IJ 

(e‘ 1 "u,i;) = (e “ °u,Pv) = 7} (A)/(A)e* 1 A dA, 

D 1 
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由 Planchere ) 定躔 

1 (e 1 [ 2 dt ^=2n| ， |/j(A) 1 2 / 2 .( 又 ） dA 

^( i / u . J ^ uajiv^dA 

由于 III hi =ii/iu 以及 

JVa ) i 2 /(A)dA = DKi^ip 

即得不等式 (7.5.31)， 引理得证. 

引理 7.5 J 5 对于任意 w 6 身^<5)， w - \im e iiB u~0 9 iu 
果 C 是紧算子，还有 

lim pCe ^^[| = 0 # (7.5.32) 

t 

证明由上列引理的证明可知 # 1/2 eP , 从而 f / 

6 ^ 1 * 由于是 P 上的 Fourier 逆变换，由 Riemaim - 
Lehesgue 定理，即知 w - lim e " a w = ()• 引理获证* 

丨 -，± 味 

在可分 HUb « n 空间，上，任取一组标准正交基{^}.设 A 
是龙上正有界算子，令 


trA^^](Ae nt e n ) m (7.5.33) 

■- 】 

容易证明 trA 与基的选取无关，称为 Z 的迹.有界算子 r 当 UFI 

< oo 时，称 r 为迹类算子或简称为迹算子，这里 ! T | = { T * T )^\ 
迹算子全体记作 L ⑴ <方).在第八章§2，我们要专门讨论迹算 
子的理论.在此我们仅指出，对于任意迹算子，必对应一列正数 
{ A n }, 当给定一组标准正交基{~}，必存在另一组标准正交基 
{/„>, 使得 

C = （ 7.5.34) 

其中2心<⑺称为 C 的迹_记成= 由此表示式可知 c 
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迠有穷秧算子的极限，故必是紧算芋 • 

定理 7.5,16 ( Pearson ) 设是自伴算子， /是 有界算 
子 。 设算子 C 在下式意义下有 P = 7 丑- A 八 \/ v ^ D ( A ) 9 ug 

{Cu,v) = (JBu,v) - iJu^Av) # (7.5* 35> 

若 C 尨迹算子，则 

W ± (A f B^J) = s - lim ^^ tA Je itB P ac (B) (7.5,36) 

I -*± «> 

存在 • 

证明记由千沏 ( S ) 在没 V ( S ) 中稠 • 
故只要证明 v we w ( e ), 

lim II (W{t) -^(S))«] 2 =0. (7.5.37) 

I , a — UC 

由于 

I {W{0 -W{s)u\\ z ^ (W*(t) (W (0 ^W(s))u f ti) 

+ ( W *( s ) { W ( s ) - W m 

(7.5.38) 

所以 要证明 

lim iW*(t) (W(t) ^W($))u,u) =0. 

以下分三步作佔计 • 

(1) 疗先有 

W(t) - W(5) =i|*e- ir/, Ce^ B *-. (7.5.39) 

氓 实上， V ” eD ( Z)，ae 淝， 

(W (r)u,v) - (/e ‘ rB u f e i T A v) , 

去得 (O 以， ”) =i(JBe irp u f e iTA v) — i (Je， r p u,e‘ r 

^i(e~ irA Ce irTi u,v) , 

两边关 Tr 从 s 到 t 积分，即得等式 (7.5_39 h 
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由引理对于固定的 H 

lim r _ ub W *( t ) {W it ) 一 VK(i').)e” ft u = 0， V iie 93 T ( S ) p 

oo 

(7.5.40) 

这是因为⑻是紧算子. 

(2) 对于有界算子 A , 引入记号 

Kb( K ) = fe-^ fi /Te^ 8 dr, C7.5.41) 

其中则 

W *{ t)W ( s ) ( s ) e ioB = / 0<1 (Y ( t f s)) y 

(7.5.42) 

其中 

Y ( t f s ) - A J ^ 

(7.5.43) 

事实上，记 Q(fr> 则 （7,5,41) 式左 

边是 0(0) -0 U) = - 我们来求0(6>的微商.暂 n 

不考虑定义域问题，那么 

J 

— e-« *^BJ*e i{i - MiA Je is 3 )e ib0 

- e -i iB(J^ e Ut^s) A J e iBB^ e ibO 

= -e~ (t,B Y 

于是可得 （7.5.42). 要严格得到 <7.5,42), 就要考虑定义域，此 
时只 J 引人矩阵元 ( Q ( b ) u f v ) = ( Wds ) e ^ s u f W ( t )^^ v) y 仿照 
(1) 中证明关系式 (7.5.39) 的方法即可，我们省略I羊细的证明，将 
它留给读者. 
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将 <7,5.40) 与 （7, n .42) 联合 fe 来，得到对千 vwe 谀, 

0^ ⑴ *(w ’ ⑴ ^W{s))u t u) = Um (/ D (Y (t ，） 一 Y {t,s))u y u) § 

<7.5.14) 

<3) 由于 C 是迹算子， C 有展升式 

G : 乂 “• it . 

于是对于任意有界算子 fc, 有下列不等式估计 
I a ^{ e ^ tiH KC ^ 9 ft ) u , u ) I 

HI u II ) … u ， e n) pdr J'\ 

(7.5.45) 

事实上，将 C 的展开式代入不等式左边，由 Schvvm 不等 
式， 





^ X n (^' 9 ^^ u f e n )(^ i ^^^ Kj n , u ) dr \ 

_ 

■(… )〜〕i 2 打 


}/2 


•I 2 df 广 

<: S A n {: idd ， l 2 drj 1/2 

「^ 1/* 

• I S A «j a f ( e. r W;|Mrj 


<( SV 加 ( Nl !| 2 i ^/ nll 2 ) l/2 

1/2 

<( 2 dCh) \}\u\UK\\ 

• L ^xj:K e ，、，〜 )pd 『 r, 
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其最末第二个不等式用了引理 5.14. 

, 

联合 （7 ,5 ，38 M 7. 5 .44) , (7. 5,45 ) ，即得下列估计 


\\(W (t) (s))ul 2 ^8 (2^011,)^ \}\ u )1) I) J I 

• I (e' rB u,e n )\ 2 dr 


11/2 


lilUl 


； 由引理1，可得如下估计 

! ii (^(o-w( S )>up<i6Ttiici 1 ii!«rii；u 

:此外由引理 7.5.14 知于是由控制收敛 

定理，极限（7,5.37〉成立.定理 获证， 

当 / B — A / 是迹算子时，也是迩算子，因此卜 
lime — 与同时存在•于 
是当/=/时，定理 7. 5,1】可以 运用， 我们立刻得到下列的推论 • 

! 定理 7.5.17( Kato _ RosenWum ) 设 乂，丑是自伴算子， 


是迹算子，则阶*(>1，的存在而且是完全的 4 

定理中4和 fi 可以是无界的，迹算子 C = S 是在定理 
7.5. 18的意义下理解, n \ i \ fu ^ D ( A ), veD ( B ) 9 ( Cu , v ) = ( Au , 
作为 P « raon 定理的应用，还有如下结果： 

定理 7. 5 J 8 ( Kuroda - Birman ) 设乂和 5是自阵算子，若 （i - 
Br l - A )— 1 是迹算子，则《^(欠扔存在而且是完全的 • 

1£明令 J =(!_ A ) 气(卜 fir 1 , 则在(7.5.35〉意义下 
C = JB — AJ — (i — B ) —1 ■— (I — A.) 


是迹算子.由1^咖011定理7.5.16 


s - lim e- ‘ … （1 — 乂广 1 (f - B) - l e “ B P ac (B^ 

t 

存在，将算子作用到形如 ( i - s ) “ 的元，其中 necuB ), 则 

s - lim e- … （t 一 y4> 1 1 B P ac (B) 

t ■士 

存在. 由 f ( i-B 厂 广是紧算子，由引理 7.5.15 


239 





于是 


s- lim((I -fi) _1 - (I - A)- l )e u B P ac (B) = 0 
s- lim e- ^ 1 ^ (I - B) iiB P ac (B) 

t -* t 04 

存在.再一次作用到形如 0-S )« 的元，可推知扔存在. 
由对称性知 w ± (e，A) 也存在，从而是完全的 • 证毕 • 

§6发展方程 

许多数学物理中出现的微分方程描写状态随时间的浪化，例 
如扩散方程、波动方程、 Kdv 方程、 SclirddiDger 方程等，都是发 

展型的. 

考虑如下一类发展方程 

石 x ⑴ =Ax(t) +/(t), (7.6.D 

其中 /i [0，co) 或 （-oo，co)—B 空间及％力是 f 上给定的闭线性 
算子，而叫） eCVRf ，，）nCOR^/^A)), D(A) 记为 A 的定 
义域. D(A) 上带有 图模㈤ |，M+||Ax||. 

算子半群提供了研究发展型方程的有力 工具. 事实上，例如 
说力 是耗散算子， BP(0, co ) cp (A ), 而且 

laUKl/A ， VA>0 ， 

根据 Hille-Yosida 定理，就有一个以 A 为无穷小生成元的强连续 
压缩半群 {T(t) |^0}.于是发展方程 (7.6.1) 联合初值条件 

^(0) =x 0 eD(A) (7,6.2) 

的解可以写成 

x ( t ) =T(0^o+J^a-^)/(Odr, (7.8.3) 

其中 / eCQU ; J DM )> 或者 CVR },，）. 事实上 ，若 
0 { A )) 9 由直接微分 (7.6.3) 式得 
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I I 

^ x (0 +J AT(t-r)/(T)dr 


- Ax ( t ) +/( t ) 

若 / ec 】（ iu s 免），记 


u ( i ) = j ' r(t 一 r )/( r)dr = |*T ( r )/( t - x ) dr . 


.可见 wW 关于 f 可微， 

1 - d«(t) 


dt 


T ( t )/(0) + rG - iO / Wddr - 


但是 


kmk) -JJu(t) + — T)/(T〉dr -ti<0 ] 


r ^ uct - hh ) - u ( t)J 

-去 +“ o/(。dr 

当/1-^0 + 时_ 


mMW ec ( A )， 而且有 

du(t) 


cU 


Au ( t ) +/ ⑴ 


例 7. S .1 二阶抛物型方程的初值问题 i 


+2 _蒜 

+ 中 ) u(x) +/<t ， 3f )， <7.6.4) 

当 （ t ， x)e[0 ， co> xD ， 

«(0, x ) = u 0 ( x ), 当 xe ^. 




其中 D 是 it 中有界幵区域， H 有光滑边界，系数〜⑺，~(幻， 
^幻是 D 上有界连续实函数，而且矩阵 Old 以) ） 满足强椭圆 条件. 
记 


+ (幻 + （7 - 6 . 5 ) 

令贫 D ( A ) ^ C ~( Q ), 则 A 可以扩张成 一个象 上的闭 
算子，仍记为 A 此时定义域为州 ( U ) nHUO . 由 Carding 不 
等式，存在常数％>0,々>0,使得 VueW < fl ) nHi (£0, 

Re(Aii,«)>a D ]|u||f- A 0 ||u[% 

其中！ ， h 是⑴(卬模 • 于是当 A > A C 时 

Re(a-i4)ti,ti) >a 0 (|«n^ 

从而 

B(A-A)up>(A-AO 2 jNI 2 + 2a-A0Re(a / -A)u,u) 

+ |( P - A ) u \\\ 

其中 A > A '>々， 所以 

( A -; A )“ p _ 

因此 a 0 , co ) C ： P ( A ). 由定理 7.1.7 知 z 是一个强连续算子半群 
的生成元.^ u 0 ( x)e n ^ u ^) 9 /we 

C 1 ([0, CO ),，) 时，上述初边值问题有解 

U(t,x) ^ (T(i) u 0 ) (x) +j\r(/^r)/(T))(x)dr # 

(7.6.6) 

例 7. S .2 双曲型方程初值问题 i 


d it 9 x ) ^ f ( t 9 x ) > 

• _ ， x) =u 0 {x) f 

du ^ x) 


( XMeR *， 

^€ R n , (7.6,7) 

xeR n m 
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令 


r ( M > = 


du(t 9 x) 

dt 


F 是原方程可写成二阶向量方程 

； flrOOOG )， 

(7.6.8) 

/«<0)\ / u a \ 

Wo ) ) ^ uj y 


记 A ， D ( B )^ HHR ^ 9 B 有平方根算子 
= 引人 

^ = D ( B ^) xLHR n ) 9 

并规定内积 

(<u ， t’>' ， 〆>)=(fl 1 / 2 u^B 1 2 ii / ) -f (i^ f v / ) 9 
子是免在此内积下为一 Hilbert 空间 • 又令 



D ( A ) = D ( 8 ) xD ( B 1/2 ) # 

对千任意的 z y z / e D { A ) 9 z ^ < u 9 vy 9 z A - < u f ， t »’>， 


( Az y ^ r ) = « v , - Su > 〆 !^, 〆 〉） 

= (B l 2 v 9 B^u f ) - (Bu,v f ) 
(r ， Asr’> = «u^vy 9 <v / 9 - 5:〆 〉） 

= - ( v 9 Bu f ) % 

所以 

( srW > = - ( Az 9 s ^) 9 

即 d 是对称的，再证 M 是自伴的，事实上，由 


即 


OA ± iI ) z - Q 9 
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( v ± u - 0 } 

l -Bu±v - 0 

推得 U - V = d f ,^2 = 0. 

于是方程 （7.6.8) 化归成 


d 之⑴ 


= As ( t ) ^ F ( t ), 


(7.6.9> 


其中尸⑴ =<0，/< t ， x )>. 因为自伴，所以由 Stone 定理 


z ( t ) = e i A z ^ + e <t ~" T) A F ( r ) dr , 
J o 

其中 r ( ft ) ^ = 

下面讨论半线性发展方程： 


—■' - W +/ (“ 艽 ( 0 )， 

父 （ 0 ) = 欠 0 ， 


(7.6.10) 


其中4是 Ba « ach 空间，上闭稠定算子，假设 A 是#上强连续算 
子半群的生成元， / a ^) eC ([ o , r ] x ^^) # 

方程 (7 ,6 . 10> 可以化归成积分方程 

xor ⑴ x 0 +f T ( t - r )/( r , x ( r )) dr , (7.6.11) 

J 0 

其中: r ( i ) d >0) 是由 A 生成的强连续半群 • 

若有 reC ([0，： T]，JO 适合积分方程 (7.6.11), 则称其为 
Segal 意义下的强义解。 

定理7_6_3设 / eccoj ] x ^ r ，#) 满足 

ll/(! ， 6) (7.6.12) 


V ,^ 2 G 9 其中厶>0是一常数，则 V〜€#， 方 

程 (? JiJ 0 ) 存在唯一的 Segal 意义下的强义解. 

证明定义映射 h K 
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(fx ) ⑴ ^T(t)x Q + T (t- T)/(T > xcr))dr, 

J 0 

(7.6.13) 

其中 t e [ o ， n . 用 imi 表记0([0,7]，#>中的模，则有 
II (Fx) (t) - ( F ^ f ) (t) l^MLt III x - j/ !ll ， V^6 :0 ， T ]， 

(7.6.14) 

其中 M 是 | T ⑴ I 在 [ fl ， T ] 上的上界， x , yeC ( lO f T 2 f ^). 朕合 
(7.6.13) 与 (7,6,14) 有 


因此 


/ MJ,V\ n 

jj (F^x) (0 - (t) I l\x-y\\\ f 

vte [ o , n . 


( MLT) n 

\{\F n x^F n j/ HI y n = l,2,-^ 

由于级数 

十 ( MLTy ^ 

2 j ni ' — ' 

是收敛的，所以由 P ^ ard 序列得、收敛到某个 x *6 C ([0, 
T ]，^) ，成为方程 (7.6.10) 的 Segal 意义下的强义解， 

再证： Segal 意义下的强义解是唯一的_设 x ' feC (「 0 , 
T ],，) 都是方程 (7,6.10) 的 Segal 意义下的强义觯，取同一初值. 

则 


||^* W -|j V(«-t)(/(T ? x*(r)) -/(r^*(r)))dr 

<JVfLpJx* ⑴ -]/*(r)l|di, VK[0 ， T], 

从而必有 

= j /^ co , vte [ o / r ]. 

/ 
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定 理获证 . 

注设为在 Segal 意义下的解，分別具有初值 X 。,％,则 
当 : T 时， 

_) -女⑴( I < ! l 7 W 

+ |' \\T it- r) (/(T,x(r)) -/(r,v(r))) [jdr 


^ M || x 0 — j/。f + ML 



\\x(z) -j / ⑴ IK 


由 Gronwall 不等式，得到 

l x W 一赠 


所以 

l\\x-if )!| </We …乙 ||_ V{] - ■ 

这就是说由初值到强义解的映射是，到 C ([0， T ], 泛)的一 
个 Lipschitz 连续 映射. 

设&0<[0,7^，#)，把上列定理证明中的尸改成 


(Fx) (t) ^ g(t) +j V (t-i)/(r,3 ： (T))dr, 

重复定理的证明可得到较一般的结论， 

推论 7.S .4 设 {7(0 J>0) 是强连续半群，/满足定理 7.6.3 
中条件，则对于每个 jeC^o^：]，#), 积分方程 

5(0 +J l T(t-r)/(T,^(T))dr ( 7 . 6 . 15 ) 

存在唯一的解 ^ eC ([ o 3 r ] J £ r ) # 

一般 来说，定理 7.6. 3所给出的在 Segd 意义下的强义解只是 
积分方程〈7.6. il) 的解，而不是发展方程 （7.6.10) 的解.下面给 
出一个充分条件，以使得 Segal 意义下的强义解成为经典解. 

定理 7丄5设 /6 C 1 ([0,T]x^,^) ，那么对于每一个 
/?(X)，Seg a l 强义解是初值问题(7,6.10)的经典解. 
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证明由于它满足定理中的 
假设，因此在 Segd 意义下的强义解存在 a 
现在证明在 [0^1 上有连续微商. 

记 K ( 1 ) ^ df( ^ x \ w + vteum ， Kwe /」 (龙 ％，）•对 

于 ye #, ^ K { t ) y , 则 A ( u ) 是 [ o ， r ] x # 到，的 

映射。 奴*，扒在[0,7^上连续，因为是[0，了]到 L (，） 的 
连续映射，因此 a ( q ) 关于变元/为 I 却 scMu 连续在 te [ o，rj 
上一致成立. 

设 

rt df(z X (v)^ 

g(t) =7 1 CO/(0,^o) +^T(t) x 0 + T (L- T) - — - -dr, 

•j 

则没 eC ([0， n ;#). 由推论 7,8.4 知，枳分方程 


s(t) = g(t) -h j 

存在唯一连续解。对于 AeR 1 ，+ i 己 

A^^/i) =f(t 9 x(t + A» - /(i t x(i)> - 万、 00(7 + ft) - 

A 2 (t , h) - / (i + A,x(t -H ft)) — / (t s x ( 之 + A)) — A •-■/-(■ ” 心 - 立， 

则 S :0 在 K [0 ，rj 一致成立， i -1,2. 

记 

y h G) 二 —l_ (x U 十 h) -x(t)) 

则 


S/h( l / ~ [ Lr 7 " + (t)x 0 2 - (l)x Q ^ 


^ 4 

T (/ - r ) (Ai ( t , A ) + A 2 (t 9 h))dz 
<* ^ 
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> I '"I 


+ jx/^ g + 卜 r )/( r ， x ⑴) dr - T(t)/W 0 ) 


+ j T(t 一 t)B(r)t/ h (r)dr m 
Jo 

沿边前四个加项强收敛到 0. 所以 

Saw ii<^(*) ^ Mf \ t \Vh( t )\\ At ^ 

j » 

其 i|i - ►{)， 当办 — U ，= max { M , sup | j 5( l ) ||} •由 Gromvd 

0 

不等式 


故 t -: m || h ( t ) 卜 0. 所以 XW 可求导，而且 

A - 0 


dx(t) 

~df^ 




下面证明 x ⑺满足发展方程 (16.10), 由 f 连续可导, 

所以 / (m w) e o ([ 0 ，7 1 ] #) , 


iT (h)x(^t) - jc( 0 ] 

= Y ( x <- t + k > —⑽） 一 士]厂了 (“ft — 0/(r ， Jf(r»dT ， 

令 “0 ,得到 

, dx(t) A 

Ax(t) =----- f(t,x(t)) m 

所以是发展方程的经典解 • 定理证毕. 
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第八章无穷维空间 h 的测度论 


函数空间上測度理论与积分理论起因干随机过程一般构造理 
论的 研究. 早在上一•世纪，物理学家已经十分关心热现象中的 
运动.为了从微观现象的分析来解释热现象中的宏观规律， 
物理学家发现通过对 Brown 运动轨道的某种泛函求平均可以得 
到宏现物裡量.这种计算长期以来一直被认为仅仅是物理现象的 
解释，而不逄数学演算*直到1922年， Wiener 在连续函数空间 
上构造出一个狨率测度，关干这个测度的积分恰恰就是对 
运动轨道的泛函的平均，于是 Wiener 成功地给物理学家的形式计 
箅陚以了严格的数学基础.这个测度以后被命名为 Wiener 测度 • 
Brown 运动焙一类特殊的随机过程， Wienui 的工作开创了随机过 
程的构造理论 • 儿十年来，构造理论已成为概率论中一门 完整理 
险 b 而随机过程的构造往往都归结到某个函数空间上测度的存在 
性 7 因此函数空 1)3 上測度诬论和积分理论 Hi 伴随着获得深入的研 
究和发展. 

函数空间上测度论和积分理论与微分方程理论有着密切的关 
系，这方面的首创工作属于 Kw， 他往1949年运用 Wiener 积分 
首次给出方程 


u t =： u 3:x -f V w 

的初值问题解的解析表达式，其中 I 是已知势 函数. 从而揭示了 
二阶#吻型方程与函数空间上积分之间的内在关系，需要指出， 
Kac 工作之前，物理学家 Feynman 已将路径积分方法 （一 种类似 
于函数空间上的积分）引人 a 子力学中，并用&种积分给出 
Schrodinger 方程的解，所以上述微分方程的 Wieaei 枳分解被称 
为 Feyaman - Kac : 公式， 
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5 努维函数空间上的浞沒沦积说分论宁•已成为一 n ! w 沒 - h 當 
的荔泣理论，本智只介•绍最初步❾一些内容.我 t 将引人此 h 
觉间 CiQ 9 r \ 上的 Wiener 测銮和 Wiener 积分，给出 
Kac 公式.我 们将纣 论可分 Hilb . rl 空间上测度的夺在性，研究测 
度的 Fourier 变换.我们还将讨论 Uilbm 空间上 Gauw 测度的性质. 

§ 1 C [ 0 , r ] 空间上的 Wiener 測度 

本节介绍 CC 0，？ 1 ] 空间上 Wiener 测度的定义， Wiener 测度的 
性质，给出一些积分的 例子， 并且运用 Wiend 积分给出 
抛物型偏微分方 k 初值问题解的 Feynman - Kac 公式。 
l t I C [0,7" J 空间上 Wiener 到度和 Wiener 初分 

记 

^ (o^ Co ^ "^3 - \ X ^： CfO jT'J 1 ^(0) - 0}j 

rn C (0 , [0，r」 在极大模 WI = maKdxwi |0<t<r > 下是可分 
li^iach 空间 • 记.贫为 c (0，[0，巧空间上的 BoreH 它由全体 
Borei 鸪组成 . 对于给定的0< W — <VO _ Borel M 
£ cR n , 我们称 F 列的集合 

f -⑻ lO/^JI Wi) ， 叫 ) 6 5} 

(8J.1) 

为 C <Q ,「0 7] 的一个柱集.对于不同的正整数 n， 不同的 n 维 
Borel % E y 以及 Oc 'C^ cXKT ， 得到 c ⑻[0，了」中不同 
的柱货， G … } 0，T」 中一 4 切柱集构成的接合用.※丧士，易见 W 是 
一个代数，但不逛 心代数 .记由义所生成的敁小 0- 代数为 J (沒 h 
命题 3.11 灯⑼ =^. 

证明显然有7(龙>〔省，反之，由于 
{ xeC (0> [ 0? ni {! x | Ki } 

= 0 t , vec \ 0> ro/m 卜'( 2 气)卜::〖，“丄，2，.“,[2叮1}， 
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其中表示 2"了 的最大整数部分.可知闭电位球在叭別内, 
于是由可分性得 〃3 命题得证 f 

定义 8.1.2 设，是形如 (8, i . l ) 式的柱集，令 


7 rs I 

其中规定 = 

容易验证，#是定义在代数兑上的有限测度，即当 h 和乙 
为二个柱集」 Arv 2 = 〆 时，有州 

并且 WiC . lO . T }) = 1，我们所要构造的 Wiener 测度将是由 (8.1 .2〉 
式定义的^ lv 打限可加测度1^在1上的拓张.在没有拓张之前， 
先來计諄两个简单的柱集的测度. 

例 8. 1,3设 0< t<T， 对于闭区间 [a，fc]， 按上述定义 

W ({ x \ a < jc (0 = 7 ^— f * e _ lrdw _ 

v 2 穴山 

这说明 C r y[o/n 上有界线性泛函/00 =x(0 是按正态分布的, 
分布的均值为零，方兹是 f。 

例 8.1.4 设0<尽《7\ E = { Cx 9 y > G R 2 [a 分-<&}， 
千是按上述定义 


W ({^ [a^A ：(0 - x(,sX&}) 

= W ({^ i ( x ( o ^ co > e £}) 



作变量替换 = 〃 = 则有 

W ({x■- 
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~~dr I cxpi … i- 
2n\/s(t r l 2\ 



= _ 2 cT ^) } dr, 

这说明 CwCoT ] 上有界线性泛函 fcx ^ xco - xcsy 也是接正态 
分布的，其均值为零，方差是 

本节的主要定理是 (8.1.2) 式所定义的身上的集函数 1 ^具有 
完全可加性，即若龙， /„ ru m = 〆 ， 当《羊爪时，就 
有 =2 W ( W 测度拓张定理吿诉我们，定义在代数龙 
上的有限可加测度，如果具有完全可加性，它可以唯一地扩张成 
为 rr (义）上的测度，于是由（8，1，2>式定义的测度在 C _ ul |：0， T ] 的 
Bor ^ i 坺災上有唯一的拓张，拓张后的测度将称为 Wie ^ r 測度， 
仍记作州*下而将证明祝的完全可加性 • 

不妨设 T = 1，即在 C … [0,1] 空间上 考虑州 的拓张 • 我们先 

证明几个引理 • 

记 S 为全体二进制有理数 • 

引理 8.1. 5设 a >0, r >0, 如果作 C <( n [0， l ]， 满足下列 

条件 

卜(备 ， 

= …,2% Vn = i ，2, …， 那么对于任意就 

有 

I 欠（心 > -X(S 2 )\ 在 2a \- T \s x -s z \\ 

i. — d 


证明不妨设 [ sit 5 2 i ^[ o , i ]* 注意到任意的 
均可以唯一地表成其中是奇数，我们容易验证存在唯一的 
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46*5， 满足 Sjj 的表达式;^的分母具有最小次方幂 


如果&字就有 


s o - $ i =7^； 


如果4竽5 2 ，就有 


, m A < m 3 <-^< mj | 


Sg _ 5 ° = 2^ ^ 2 s ! + 


n l < n 2 <^< n k9 


考虑下列区间 

l: Si ， s C 

以及 


〜 + 朽，心+ 2i; + 2^7」， …， L So 一 ？：， So 


s o? s o + [ S ° + 


1 (■ 丄 A i- ■ 

- -— ^ r> v U ■ •— — • 

? 0 2^ J ? 


WT 

|gp = min q = mRx ( mj } n k y y 于是 

| x ( Sl ) - x ( s 2 )|<2 a 2( A ) 一 

k T 

( fK * ) (~ _ ' ) r , 


引理获证. 

引人记号 


\xCsO- x (s 2 ^ l<ajs 】 -s 2 [ r 


師”( ㈣ 。则 r 1 )::::. 1 


( 8 . 1 . 3 ) 




C 8 J . 4 ) 
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+是由引理当 i -^^时 
片’(10〕「、 h (f： 9ktn )\ ( 8 , 1 , 5 ) 

• fl - ii h - t 

其中 ( G ，*，, V 是 C ,、 LO ， i ] 中集合 1:“，， 的 余集， 

引理 8_1,6 设 a >0, OCr < | -已给定， le ^ 9 而且 / C ： 

Hr d 其中 * = ^^ 7 , 则 

hm 14^(/) = Q # 

ft - ^ 

i 正明由关系式 (8. i . S ) 式， 

八: - u Ck : … 

__ - ;. i : 

* - V * -• 1 

x 

由例 8.1.4 知 

2 r +« / 、 

» (,:“》«〉= ] —，‘, exp | - :- dr 

—— r V .句 

I 9 f + ^ T 2 

= /山 ，广 

但是 

f+* 厂 T i 1 办 2 

dT < Le - f dT = 4 e - r f 

J * J t 0 b 

因此 ^ 

+2 十如-¥ 2 〜卜 2r • 
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由不等式我们立即汀到下面的 佔计, 

X ^2 * (r De - A 1 ， …* 

* - 0 

=^__ 上 _[1 一 2 ( r De-¥ li -. 2r ) 一 ' 

所以 

lim VT (/> =0^ 

3 -#rjr 

定理 8 J .7 W 在兑上是完全可加测度. 

证明 只要证明如杲{、}是货中单调 F 降列， 
- 0 t 那么 lim 取（~> =()• 

ft 

设 

/« = W ，…， ， 。 、 A ) 

^{x\(x(i ： > •…， x(t^>))eE n C ： R^} m 
首先选取闭集 G „ C ^ n ， 使得 

其中仏•设 

九: 1 =门見 

J - i 

MW/” W(I n )==W(L n )^\V(l n ^-L n ) m ^ 

¥ ， 

U ( 7 « - |J (/； - Kj) 9 7ifc 对于所有 n 
■ « ' » 


m a n 1 

a - 4i 


n* L n = 


现在我们来证明， 3 %，使得当 n > n Q 时 VT ( k )< e /2 •记 

& = 2 V ( l -2 - r >， 其中 00< j ， 由引理 8.1.«, 当*足够大， 

只要 / CIHV &)% 就有 VKa >< e /2. 于是，只需证明3%,使得 
当时 

M n ^L n n^ r (by=0. 

注意到 { M ft } 是单调下降的，如果对于所有的 

M n z ^0 ， 选取 seMn , 因为 \ eH f (&), 函数列 
是等度连续的，而且—致有界，这是因为|\(0丨<«% 
V ^. 根据 Arezela-Ascoli 定理，{\}在 C (( M [0,1] 中列紧，可抽 

出收敛子序列，不妨设自身就是收敛的，设显然 

…⑻. 任意固定 n ， 则 Vm ^ n , 由于対❶是紧集， 

•• -)0 

所以从而 々 eflMn, 这与 flM，〆 矛盾•因此，存 

/ K 〜，使得 >『％=〆 ，于是当 rt > n 。 时都成立，定理 
得证， ^ 

定义 8.1. 8由（8.1.2>式定义的及上的测度在凍上的唯一 
拓张称为 C^,[0,T] 空间上的 Wiener 测度. C ( 。>[0,7] 空间上关 
于 Wiener 测度的积分叫作 Wiener 积分•仍用 W 表示 Wiener ■ 
度.设/是空间上可积泛函，它关于 Wiena 渊度 
的积分记成 


4 


^fo) ro ， ri 


f(x)lV(dx)^ 


< 8 . 1 . 6 ) 


以上讨论的空间 C m [0, T] 上的 Wiener 测度 W 还可以看作 
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为空间上的概率潞虔.事实上，对子任瀹 CdT ] 上的 
Bo r ei 集4,若令 

印 (A)^WcAf]C (i lo r T2) f (8.1.7) 

则卬是 c[o,r] 上的概率测度. 

由 r ^( A )^ W ({ xeA \ xiO ) 显然 c ⑷[0,了]是识 

的支集， 

supp W ==^^,[ 0 ,^, 


并且 r 在 C %、 C 0, r ] 上的限制是 Wiener 测度 因此这两个不 
同空 J 度本质上是同一个测度.故可以用同一个记号表示 
而不会引起混淆，以后我们统一用 W 来表示. 

同样可以定义 C[0,：T] 上关于 Wiener 测度 W 的积分•设/ 
是 C [0, T ] 上可积泛函，它关于 VK 的积分仍用£吁/]表示， 
即 . 


J oto 


/ O ) 14 ( d : t >_ 


此时，显然有 


f(x)W ^dx) = f(x)W(dx} m 

J CiOt T' J C l() T 

设 feR 1 ， 对于每一个 reC [ o ， n , 作变换 
(T,x)(it) =x(t) 0«7\ 

。是 ^[ OT ] 到自身的平移变换 * 对于测度 7 %诱导出空间 

CW ： [上另一个测度，汜作它是这样定义的： 

W ^ Ay ^ WiT ^^ A ) 

= W ({ xlT 《 xeA }>, ( 8 丄 8 ) 

其中 A 是 C [0 , T ] 上任意的 Borel ^. 

IB c , [ 0 ,TJ - { xeCiQ 9 Tj \ xco ) 则 r “ c iO ) [ 0 , r ] 

今 c ⑷ [ o , n ， 井且 


^upp \ v \ ^ C (4) [ o , TJ , 
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我们称沙、为空间 C [0 J ] 上从 f 出发的 Wiener 测度.显然 
并且 

£'[/] = E W U (r ? 幻 ]• (8.1.9) 


下面给出几个 Wiener 积分的简单例子. 

例 8.1.9 设/是 R 3 上可测函数，则由例 8.1.3 可得 

丑， [/0^«))：] = 二 /(u)e—Gdu ， ^>0,(8.1.10) 


当右边积分有意义时_ 

由例 8.1. 4可得 

如 8 丄 10 £ H [x(t) -^(s)]=0, 


e ^[( x ( t ) - x ( s)) 2 j 


y /2 n{t 


r +勿 

— s ) .一 


t 2 e'2l i^*'idr 


= \ t - s\ m <8,1 Jl ) 

例 8.1.11 E w £ x ( Ox ( s)J = min ( t f s ) 9 <8 # 1 P I 2) 

证明由 (8.1,8) 式，直接计算可得 

£^[ x (0 2 ]^^ it , 

展幵 ( S .】， U ) 式的左端，可得 

- 2i^ r L x ( 【 ) x (s )] 午 £^£>(5) 2 ] = ] / - s|, 

于是釕 

£^*f fs ) ] = (« + s - j ^ - s [)/2 = min(l 
例 8.1.12 t^^eRS 则由 （ a .1 .JO 式可得 


(8. M 3) 


下面我们讨论 Wiener 测度的性质以及一些积分运 
算.令 r >0, 


C r [0.TJ = 卜匕「 0/ 叫 


彐《 使得， V s 1 [0 ," T ] 1 
\ x { t ) - xis )\$^ a \ t - - s \* } 


(8,1,14) 
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G[0,r] 表示 r 次 H61d er 连续函数的全体 

定理 8. "MS 阶为 C[0,T] 上 Wiener 测度，则有 

(1> 当 0< r < + 时， 

^( CTO , rj ) =1, 

(2) 当 r > +时， 

研 (c，[o，r]x 

证明不妨取 T = 当0<〜<〜时，显然有 

C r 2 dC r idC , 


C ’= - \ jH r ( a n ), 

a > 0 H • 1 

其中心>0， a rt t oo . 

(1) 当 0< r < j •时，由引理8丄6的证明知 


UmWdH ^ a ^^ =()• 


丁是由 （8. M 4) 式 


W ( C >) = K 

n 

⑵记 

r … ;xec[o ， i] 1 V2 ; ' 2 /■ ^ , 

L i fc = l ， 2, — ,2' 

显然有 H r («) C ： 入， ■ 设 0 d <£,< s 2 < l 2 < l ，/ t ( x ) - xa A )- 
x ( Sl ), / 2 ( x )^ x ( t 2 )^ x ( s 2 ), 则用例 8.1.4 的方法邱证明 

E w i { x \ a ^ f ^ x )^ b , c ^ f 2 ( x )<^ d }) 

这说明有界线性泛函 八与 八娃独立的.同理有界线性泛函 
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^k ^ ( 2 ")= U ，••• 也是互•相独立的•于 

是由例8,1.4， 当^ >- 1■时， 

= fi^{H K ^)--( i ^) i <#) r } 

k ^ I 



=?exp{2 11 [1 々暑 a - n(r - ^>)ln 2I * 

因此 limW": , )，0. 故州 (R ⑷〉 =()• 由(3丄14)式，即得 

n -^cc 

^(Co=o. 定理得证， 

1 € 2 Donsker 泛函和 Donsker-Lions 定理 

对干任意的 ae R 1 , 用心 (d《> 表示 R 1 上槪率集中于 { 0 } 点 
的概率测度，即对于任意一维 Borel 可测函数/ 

f ,/(f)5 0 (df)=/(a>, (8,1.15) 

固定 ££(0，T]， 对于任意的 R 1 上 Bore〗 可测集5 ， !^{xe 
C[o，D | 叩 )6 坍是一个 柱集. 显然 (扪是 C[0T] 空间上 
这个柱集/的特征 函数. 故及 TLn (5)] 有意义，而且… 
(时)]是 1T 上的槪率 测度， 事实上，由例 8J.3 

£ u)] 

因此， PnnO>D] 关于 Lebesgue 测度绝对连续，其 Hadcm - 
Nikodym 导数 
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以 •）] 

di 



(8 丄 16) 


并且，当/是一维 Borel 可测函数时，由^111^1^定理及例8.1.9, 
有 


J a1 /(D E\d M ： i> (dn> E^U{X(t))2 

• - Sj ci ) ^ h e '^ 

只要最后一个积分有意义. 

注如果我们把 5( a - D 看成概串 测度心 (时>的密度函数并 
引入记号 

Sq w =5(^(0-?), V^eCC0,T] # (8.1J7) 

s tf4 (幻可以裔成连续函数空闾 CIO , n 上的泛函，称作 
泛函，尽管心^ 00没有确切定义，但是由 （8.1.16) 式，令 

E W LS ^, ( x )] A ^[5, tn ( OJ . C 8.1.18) 

于是 ( to 作为整体是有意义的， 

Donaker 教授最初将 ( r ) 形式;地定义成 

( x ) 厂 e -， …•卜;私 (8.1.19) 

于是 

% 

£叮5以 < x >] = 去厂 e 〜 …⑴]如 
■ = 1 pV -<( 1 r ^^ e -^ dr )^ 



=^ e "^. (8 丄 2(” 

以上讣算是形式的，但是我们将 G )] 作为一个整体，定 
义成的密度函数，赋于了等式 (8.1.20) 严格的意 
义. 

引理 8.1.14 设0«了， G ( x ) 为 C[0，TJ t Wiener 可积兩 
数，则 PCGOOU #)] 是 W 上关 T Lebesga ^ 蒯度绝对连续 
的全有限广义测度，而且对于任意的] T 上 Bore ] 可测函数/， 
等式 

f + 7 (D 俨 [G ⑻5,⑴（叱 ⑴ G ( x >] (8.1.21) 

J — <。 

在下述意义下 相等： 如果两个积分中任意一个存在，则另一个也 
存在，并且二者相等。 

证明设 S 为一维 Borel 可测集，则匕… （ S ) 为柱集/ = 
⑴ efl ) 的特征函数.所以 P [ G ⑺ 5 I < n ( B ) J 存 E 义，而 

且 

E^\ ： \G(x)S x <n (B)\J^[ |G ⑷门 • 

如果 s 是零测集，则⑴ e s }>= o , 从而 

E w \^G (x') d x ^ty {B) J = 0* 

这就证明了 E ^ L G ( x ) d Tit) ( df ) J 是关于 Lebesgue 测度绝对连续 
的 R 1 上全苻限广义测度. 

为证明（8.1， 21) 式，不妨设 G ( x ) 足非负 d 如果/是 BotH 
可测集的特征函数，则 (3.1,21) 是 M 等式.所以/赴简单函数时， 
(8.1.21) 式成立.一殷岱形 F ， 令彳//为收效到/的，一个简单函 
数的增序列，以极限职 ! h mM 耵一半 a 论. 

同引理8, 1.14 前的注一柞，我们规定 

(• f (x) G (x) ] = ~E [V \G (jt) 〜“）（•）]• C8. J. 22) 
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引理 8.1.15 设 0< s < t < : T , 设 G ( x > 是 Wiener 可积函数, 
而且 G ( x ) 只与函数 x 在 [ o , s ] 上的值有关，则 

£ 叮心， ： OOG ( x )] 

; j 00 „ (x)G(x)]df? # (8,1,23) 

证明由例 8.1.4, 对千任意有界 Bore ! 可测函数/， 



r.s = r 心 c ,(A ： ) ； /(Od?) 

J -o*.. ^ - f 

xprh, ,(x)G(x) ]dn 
二 f ’ （「五 W _ V (? + 減) 

j •.'. j - j* / 
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x E^l6 9t ”（：oG(x) ]d?? 

— to f p >] 

x v ix ) C ( x ) ] dr f 

=| E^X 8 ^ -xCs) +r?)G00](if? 

= E w lf ( x ( t }^ Gix )2^ 

所以 Is = r. s _ 由 / 的任意性，即得等式 ( S ， l .23) 式•引理 
获 I 

现在我们可以证明下列关干抛物型偏微分方程基本解的 
Don ^ kpr - Lion ^ 定理 • 

定理8, i , 16 设 V ( f ) 是 W 上卩有界实值可枳函数，则 


⑽， D = £ 小…⑽卜*’” 4 、 (8.1.25) 
是下列偏微分方程 


. 1 ~^4- - VH ) uit 9 0 9 

^(.(),0 = 5 ( 0 ， 

Jim : 0 

卜士 oc 

的解, 

iit 明由恒等式 


(8.1.26) 


i 、、 

^ n 


I l<i _ 


- r 


v 


/： 


V( 


dt 


可得 

叫 ，《⑻; } 




E w \ V ( > x { z )) e ~^ 


5“ 5 ⑺ dT . 


9 M 




根据引理 8, 』引理 g . i . i 4 以及引理8_ 1 J 3, 


E w 


V Cx ⑴） 


vks , • nd - 






所以 


E w - 广 i —— ， 

i V - sy 


- • 4 - u ) > 
广 — 2 V i - T ) 


xV(x{r}) 
J + ‘ V ⑻ 


- J T K 1 


_•: — 1 VJLJJ ■ 

^ 2^0 *- 5) 


J _ zl ] 

2( t ^ 


rt • ); d J 


x E w >S Vt „ (x)V r {Jf(r))e 

' * I ，卜9 〆 

」 _^ 2( 多 

-' 〆— s) 


r - f i )4< 

E^ ： S r> ,{x)V(x(T})e 


dv 


jdv 


^ s 9i ,(x)e n Idi, 


I ： 


V (") 




^ 2ii{t - s) 


^( r ,/;) drj , 


0,0 


/ = ^ 。- 

^ 2 nt 

- ^ dr| VCr?)w(r,f?) 




^2^7 T 


di ?- 


这个积分方程与微分方程 (8.1,26) 等价， 定理证毕. 
推论 8.1.17 令 


265 



P(M，0 = E \<^i. a - ， 00e ° 

则 P ( MJ ) 是下列偏微分方程 



C 8 丄 27 > 


和 2 

p (0, uj ) “(？-")， 

lim p ( t t q ,^) = 0 

*-* ± V 


- V (f)P(t ，〃 J) ? 

(8 丄 28) 


的解 

方程 （8,1. 2 8) 称作 Kolmogorov 前进 方程， 

证明考虑势函数为 V七十 •） 的偏微分方程(《.】., 23) 的鮮 
W)， 则 


u ( t ^) =£ !1 T 5^ cOOe-Uw + n * ]• 

取 /〕（M，f> = ti(t，f- W 即得推论. 

引理 8.1,18 P ( tj ， n ) = p ( t ， r } J ) 9 
i 正明证明分两歩 a 第一步先确之等式 
p ( iyU ^) = ^ [5 ,, 

队1,29) 

..对千仟浣有界可测函数 /(f), 

%上 

fVOP (. t , n^)drt 

J ， ■〜 

= 9 ^^drj 

= E w f /( 卜") 1 nq “ ( d ^) 

二 P [/( 卜 x{t))^ />“：< : * -a-j 
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J 警史 


所以有 


P (【， Q ， f ) = E w [5“ 卜 /； 00 o v 


#•«!-*(< > + 4 ld « 


w_ r 占 “ 々 - ， ooW_h : 卜 ， u *〕+_], 

在最后一个等号中 > 作了积分变元替换% 

第二歩，证明 

E w [8 Xt , (^) e ^/ o yfJf(l ^ T ^ r(l)+ ^ d¥ ] 

OOe - Kw ^ …) d ，]， 

(8 J .30) 

于是由 （8. 1 .29) ， （8 a • 28) 以及 (8.1.27) 式即得 

PHD : p(h 之，队 

由干 (8 丄 30) 式两边的 Wiener 积分只与变元 A ： 在[0 〆 ]中的 
攸荇关，所以+泣设…是 C ； ⑻ [0， t ] 上的 Wiener 测度，而成 
(8.1.30) 两边的侦则是空 fn ! C ⑻ [0， G 上的 Wiener 积分 • 我们将 
通过（\。， L ( M ] 空间上的一个保测映 射来证 明等式 ( 8 ■ 1 .30) • 
引入映射了： c (0> [_ 0 9 l ]-^ < o > [0 〆 ]: 

j/(s) : (Tx) (s> =x^-s)-x(t) $ O^s^t 0 
■ c ⑻ [0“] 中如下柱集 

f - {p\a i ^Cp(T i )^b if » - I ， 2 ，一，打}， 

其中 0< X < r 2 O «< V = t ， R \ *广1，2,…， n •则 


T - 1 / = x 


\ a { - \- x(t)^ z x(v i )^b i + 川）， t = 1,2, — ,n - 1, 


f I ^ - 

其中 h i - Tp » = j ，2, - 1， 0 < v n . 1 < v n ^,<^< p i < t ^ 
v i ^ ^i + 1 - T x+i ^ z if 1 - l^'iy mm * 9 n - i .* 根据定义 m 
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作变量替换 

Wr 、， i:l,2 ， ." ， n-l ， 

即得 

W (T^ l I) = I C2ji) (r 2 - r,) ♦ ••• • ( 【 — r n)] l/& 



*f ^ 4 - 化 ...dv n 

^ WO ) 

因此 F 是 C ⑻ [0，q 上的保测变换，所以我们有 

=£^[5,. u(rx)crn"nM ， 心 ] 

= P * X 5“ ，■⑼ W 卜 广 …⑽] • 

引理 得证. 

I . 3 Feynman-Ka^ 公式 

现在，我们将通过 DoBsker-Lion ^ 定理和上述引理给出 
Feynman-Kac 公式 • 

定理8,1 .19 CFeynman-K«c) 设V (D 是下有界可积函数 ? 
/(f) 是一维有界可测函数，则 

W) =£ 、 [/ ⑽ ))e-fh (8.1,31) 
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是下列偏微分方程 


f ①的， f ), 

: HD 


(8.1,32) 


的解. 

证明由的定义 <8. 1,8)，对于空间 C [ o ， r ] 上的泛函 
等式 

£^ CF ( x )] = E^[：FCx + f )] 

在下述意义下相等 t 等号两边中任意一个存在，另一个必有意 
义，而且两者相等.于是 

w ( t , f ) = B ^ C /( f + x (0) e ^ o m+，0))d# ： 


f fivypit^^dq 

J ^ — so 

f /(") ⑽， Wt 

J ^09 


由推论 8 J , 17,定理得 

reynmaii - Kac 公式是十分重要的结果，它的童要性不仅在于 
给出偏微分方程 (8.1.32) 解的解析表达式，而且在于它在扩散过 
程理论以及®子力学理论中的广泛应用.运用 Feynman - Kac 公 
式可以研究偏微分方程 (8.1.32) 解的渐近性质，运用 Monte 
Cerlo 法计算 Wiener 积分 (8.1.31) 给出数值解，并且 Feynman- 
Kac 公式还可用千汧究 Brown 运动轨道性质. 

作为 Peynman-Kao 公式的应用，我们来求 


9 u (£, r > = X MW ) 

dt ~ 2 

«(0 ,D =1 




(8.1.33) 


的解，其中参数 a >0. 
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根椐 Fcynman-Kac 定理，上述方程的解是 

(8,1.34) 

下面来计算这个 Wiener 积分， 

固定00,设 a 是[0〆]上简单函数， 

m 

ff ( s ) = * j . i 1 ⑻， 

i -» 

其中 o< 定义泛函 0 fll c M ro,n^/?in t 

J ° 卜 1 

千是 

^ r [ e ", ⑷] = e U )5, 2 (” d ., 

因此 ~ 是 c ⑻ [0, O 上髙斯随机变量，期望为0，方差是 

= 2 a)(t i+l - 10 - f g 2 (s)ds. 

» - ! J n 

千是映射讲是到 l 2 ( C ( o “）， ty ) 上稠定等距算子. 
将这个映射唯一地延拓到记 

〜00 = p5(5)dxCO (8.1.35) 

Jo 

称为随机积分.注意对于积分 £ 5 ( s ) dac ⑴是 

引理 8. 1,20随机积分幻是 （ C 「0, t ]， HO 上高斯随机变 
量，期望为0，方差是 P#(s)d s . 

Jo 

证明选取一列简单函数彳心}，在 P[0,O 中收敛到私则 
在 L 2 (c[o，^i，MO 中收敛到 e,. 于是可抽出子序列，不妨设 
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躭是自身，使得心( X ),盼 d . e . 成立 • 
故 


= lime 4 J >5 ⑷ 0 

. * * ! 

w 4 Ji ， 2 ⑷和 • 

, *-■—^'Y »•••»■•> _ ■ 

r 

因此心具有翕斯分布，期望为0,方差是 f > 2 ( od 夂引理得证， 
对于 v / eP [ 0 〆 〕， 令伞” c ⑻ [ 0 , t ]+ i ?, & 


0/00= x(s)f(s)ds. (8,1,36) 

J <j 


是 


引理 8.1.21 随机变量0/具有高斯分布，期望为0，方差 
£»T02] J^|^min(s,r)/(s)/(T)dsdr # (S.1,37) 


证明令 P ( s ) = f /( r ) dT , 由分部积分 .、/ 

0/0) = - x(s)dg(s) = I gC$)dx(s) = 

J : j Jo 

因此 0 f 具有高斯分布. 

£ H X 0 / O >] = | / Cs )£ ir ^( s )3 ds -0, 

r J e 

♦ 

E w [cp}(x〉] j £^rx(s)x(r)J/(s)/(t)dsdT 

=J J min(s,z)/(s)f(t)dsdT^ 

最后一个等号是由 （S.1.10) 式得到的.引理证毕， ：.， 

- ..• • • •.. —、•、•〔 

… ^ 271 



定理 8.1.22 






y / ch^t 

(8.1,38) 

证明第一步设 {、} 是 u [ o ,0 上的归一正交基.由于 
C [0, OdL 2 [ CM ]， 对于 VWC [ o ，（， 

QC CO 

xHs ) ds =\\ x \\^ 2 < X ^«> 2= S 必、 ( x >, 

Ti — I 霣 ， 1 - 

Oif 

吨 ）= 2^ 〜⑻. 


则 


ox 


E 〜 [e-W ， = E 叮 e -« 0 (” + r 2 ' d! 


E w 





第二步在 h 引人算子 

CSf) (s) = f min( 5 ,T)/(r)dr^ 


(8丄39) 


<8.1.40) 


容易证明对于 v /, peP 「 o ,0， 

五叮 0/〜：! = < S 7，.9>. (8.1.41) 

设 UtJ 是汶的特征值， {&} 是相应的归一特征函数，并且把 
选作为第一步中 L 2 [0, t ] 上的基.由于 

£ 吓 0 、 0 、 ~]^<Se nf e m y= X n 5 nm# 

根据引理 8.1.21, 甸个是髙斯随机变量，均直为0,方差是 
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A -由〔8•: Ml ) 式知 {0、/ 互相独立，因此由关系式〈8.1.39)得 
到 

E w ^e ^ a ) d *] 

= e - 。 4 pj … +2?/? 〆 # 爆⑷）〕 



设 S 7= A /， A #0. 因为 57 连续，所以 / = + S / 连续，从而 67 
可微 • 

A/ / Cs) -sfC&) + J /(i)dr-s/( 5 ) =J /<r)dr^ 

再对 s 微分，得到 


注意到 


又尸⑻= -/( s ). 


/(0> =57(0) =0，尸 00 =!J /< T)dr =0 4 

因此我们需要解下列微分方程 

p /"( s )+/( s ) =0， 0<5<^, 

1 /( 0 > =/ f (i)-0. 』 
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容易得到 

其中 n 是归一常数， 

因为 

1 X (1 + ^«> = cht , 

■ -1 

因此 

JJ(l + 2a>l n ) =ch〆^^ 

h - 1 

下面来计算关系式 (8.1.42) 右端 指数中的级数 # 

第四歩假定积分方程 

& (O 二 /(>) + /i| ft(s,r)/(r)dT, 卩 >0 

的解可由下列“逆积分方程”表示》 

/(S) -ff(s) - /ij^Cs,r)5(r)dT t 

函数 ^( s 9 r ) 叫作予解梭或逆梭 • 

当予解核存在.容易验证 


i ?( S , T |/ i ) 


chy/ — r)sh \/ 

s<r. 

1 _ _ ? 

%//ich\/ fit 

J 

ch\/“(t- s)sh \/pLX 

1 \/ fich\/ fU 

!：<$• 


在上引入算子 


= 1,2“*， 


(8.1.43) 


(8丄44> 
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由核 mines , r ) 给出的积分方程以及相应的逆积分方程用算子可表 
示成 

g - 0七 “ S 、 f ，/ = (/- "及 ,） 双， 

由此不难得到 

R •二 S(J + 必 )- 1 ， ( 1 > 0 „ 

所以〜也是的特征函数，相应的恃征值因此 

^(5, T | M ) = S 1 tuk e n ⑺〜 ( T )J C 8.1.45) 

* - I A ^ n 

所以 

2rhiH:J> s ，， )dsdT 

= 2^ (2^)"^ thv/2flf - C 8.1 • 46) 

将关系式 (8 丄 43) 与(8丄46)代入 (8.1.42〉 中即得(8.1.38)式, 
定理证毕. 

以上我们只考虑有限区间 [ o ， r ] 上全体连续函数组成的空间 
中的 Wiener 测度以及关于 Wiener 测度的积分.对干 Banach 空 
间 C [0， co ) 可类似地构造 Wiener 测度^仍用身表示所有下列柱 
集组成的代数： 

I = {xeC[o,oc> | (x(^) ，： a 2 ) ， … ， xo n >>e £}， 

其中 nez ” 0< t 】< t 2 <”.< t „< oo ， Ee ^\ 仍用龙表示空间 
C [0, oo > 的 Borel 域，易证由 JT 生成的最小 cr 代数 or (身）•仍 
用 （8.1,2) 式定义义上的有限可加测度州，运用定理8_1.7的证 
明， 略加修改，可知 W 是身上完全可加测度 • 于萝它可以唯一地 
拓张成 ( C [0， CO >， 沒）上的槪率测度，还用 W 记这个澜度，称为 
( C [0, co )， 龙）上的 Wiener 澜度 • 易知， 

suppW = { x £ C [0, oo ) 1 x (0) = OK 
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同定义 8.1.8 后面的说明一#，可以定义 （ C [0， co ), 沒)上从 f 出发 
的 Wiener 测度此时 

suppW， =: {^6 C[0, 00 )) at<0 ) 二 f}, 

对于 Banach 空间 C ([0， co )， R rf ), 也可以引入 Wiener 测度 • 
设 r = ( x l f x 2 , 6 C ([0 , °=>) , R d ) ,则定义 d 维 -Wiener 鼸 

度为 

W <dx) - W Cd^c 1 ) x W (dx 2 y x •” >: VT(dx 

C 8.1.47) 

于是在 W 下每个分暈 W 具有一维 Wiener 分布，而且各分量相互 
独立. 

定理 8.1.16 与定理 8.1.19 中的 Wiener 积分 （8*1, 26〉与 
(8, 1.3〗）两式都是对任意给定的7\关千 Q ：0， T ] 上 Wiener 测度 
作的积分.于是它们是相应的微分方程在 o < t < r 中的解.现在 
我们可以认为这些积分是关于 C [ fl ， co ；> 上阚度 W 作的积 
分，于是它们作为相应微分方程的解在0<〗<~上成立* 

最后，我们列出高维情形时的 Feynman - Kac 公式而不再给出 
证明. 

定理 8.1.20( F e yiim a ii - ka C > 设 K ( f ) 是上下有界可积函 
数， /( D 是上有界可测 函数. 记为 C ([0, oohRM 上从 
f 出发的 d 维 Wiener 测度，则 

U 0，D =£'[/ ⑽ ))WS … 剛 .] 

是下列偏微分方程 

' I 

lti(0,O^/(D 

的解，其中 △ = 是关于1的 Laplace 算子， 

j-i b ^ 
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§2 Hilbert 空间上的测凌 

饺0是实可分 Hilbert 空间免上的槪率测度， S 是龙的任意 
一个有限维子空间，设为，到£的投影算子， 则 = 

是£上的一个槪率测度 • 若4，£ 2 是两个有限维子空间， Ac : 
A ， 这种关系称为相容性条件 • 设妒的 
毎一个有限维子空间 e 上都给定了一个槪 率测度 心，而且它们互 
相之间都满足相容性条件，这样一族槪率测度 {/ i ^£ c ：#, diin £ 
< m } 称为 Hilbert 空间尤上的一个有限维分布族，于是，上的槪 
率测度 P 唯一地给出，空间上的一个有限维分布族.但是反过来 
未必正确，对于给定的有限维分布族未必存在#上的槪率 
测度，以{心}为其有限维分布族*那么我们要问具有什么样条 
件的有限维分布族才能确定出#上的一个概率關度呢？ 

欧氏空间上的概率测度与它的特征函数(槪率测度的 
变换）互相之间是一一对 应的. 因此对于特征函数的刻划，间接 
地给出了槪率测度的描述.在欧氏空间中，有众所周知的 Bochner 
定理： R A 上的函数/是特征函数的充分必要条件是/连续非负 
定而且/(0) =1( 见定理 7.3.6). 在无穷维情形， Boeder 定理不 
再继续成立，而要用本节将给出的 Mhilos - Suanov 定理来代替 • 

本节分三段 ♦ 第一段 W 论 Hilbeift 空间上 Hilben - Sciimidt 算 

子和迹算子.这两类算子都属于紧算子类，第三段要讨论的 
ios - Sazanov 定理以及下一节要讨论的 Hilbert 空间上的 Gauss 測 
度，与这两类算子有密切的 关系. 第二段讨论 Hilhert 空间#上 
满足相容性条件的有限维分布族与，上概率测度之间的关系•第 
三段讨论才上概率测度的特征泛函并给出 Milllos - Sazailov 定理. 

2.1 Hil ^ ert - Schmidt 算子和述算子 

设，迗一个可分 Hilben 空间，具有内积（_，•），并且由内积 
定义的范数记作 K = 〆 （•，•)， 
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定义 8.2.1 设 A 是，到其自身的线性算子，{、}是龙的一 
个正交规范槔，如果; F 〈①， 则 A 称为 Hilbert-Schmidt 
算子 • 全体 Hilbert - Schmidt 箅子记作乙 2 ,(淝）•记 

» A lk = (S!K ”)、 <8.2,1) 

称 ML 为 A 的 Hilbert-Schmidt 范数 • 

；11 容易验证 M 1 U 确实是 A ； n <，) 上的范数.由 

S ' i Ae « n 2 = 2 2«，〜) 2 

零 *»1 • *» T m ) 

= 22 (〜， A * e m ) = 2 i ! A *^ I Z 

，一 f J 7 J _ [ 负】 

推知 II 儿 = IM 1 2 , 因此当 A ^ L l 2 X ^) UA * eL Ki ,{^), L i2l (^i 
关于算子的共轭运算封闭， 

设是，的另一个正交规范基，則 

• ^ CC > 

紙卜 S S «〜) 2 

1 | ■ 1 X -•(••/•:-• I 

: y： '• «• 

-S 2» A ^» 2 

/.m ^ i u -z. I m — 1 

所以 Hilbert ^ Schmidt 算子范数不依赖于基的选择 • 

注 2 每个 Hilbert 〜 Schmidt 算子是有界线性算子 • 

设 对于 v«e 身％ 1^11 = 1, 

W 山 

ii^uf - ；2( Au ，〜） 2 = ，乂* 〜> a 

h - | 鼉二 a i 

«〜J 
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于是 

|| 伞⑽ p U « Kl !/ i|| 2t (8,2.2) 

S v I!- i 

所以 ( 及 OCL ( 身 ^ 注意在 dimy = oo 情形，怄同算子 We 
乙 ( 龙）， 但是 id&L 3 (，） a !?fa L 2 ( ，） 真包含在 [UT> 中 • 
注 3 设 Ae4 2 , （义） ， ^eu^)y jiiij AB,BAeL (3 x^), 

而旦 

MB | i ,<|[ Bj | i ) A | i 2 , |/ M | U <( IB [|||/ lil a , (8.2.3) 

事实上， 

rK .v 

SP A 〜 I 2 <_ S ! M 〜卜网 IIMiU ， 

ft -=* 1 H M , t 

/V- V 、 •••• 

Sfi 仙〜 f 2 = Sii e * A ^ P < ii e nSH % t ff 2 

ia ^ i u:f 

故 （ 8.2,3) 成立， 

例设 A 由/ ((，々，"•）= 内 ，…）定义，则 

Aet , ( i 2 > 的必要充分条件是 

定义 8,2.2 设 A , se 4 2 .(，)， （^)为，的一个正交规范 
基，定义 

( A 9 ff ) = 2)04 C 8.2.4) 

I? •二 f 

此定义与 S 的选择无关 • （ A ， S ) 称为3和5的則1^卜 SAmuli 内 

积. 

注4囚为 

所以 (8.2.4) 式右端级数绝对收敛,故(8义4)式对于任意九 
& 2 .(龙）冇盘 义. ' 

定理 8.2. 3 江 C 8 义 4) 式定义的内积下是一个 Hi )- 

ben 空间 • 
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证明显然 = 我們只 需证明(旁）在范数 

H 2 下的完备性 • 设 {4 J 是1 2 乂#)的一个基本列，由注2知 
{ AJ 也是 L (#) 的一个基本列，因此存在 AeU #) 使得 limBA 。 
- M = 0 . 任给0>0，3八€1^ + ，使得当《，讯>~时，(|\->4„ ; | 2 
< E > 于是对于每一个&， 

念队- A m ^ } ]^<：\\ A n - 、|| !<#• 

i- 1 

先令 m — co , 再令 fc 一 co , 可得到当 n > JV 时 

oa 

2队-力)幻3 2 « 

i - * 

所以 A w -Ae 乙 s ， （尤 > ，从而汽 = A n -c>» n -.4)eZ^ ( 深 o ， 并 
且 lim^A n -A\\^o. 定理获证 . 

命題 8.2.4 F ( j ^) c：L 2 (^), 在范数 H | 2 下， F (^){£ 
4,/，）中稠密，其中厂(疋）是，上全体有穷秩算子的集合， 

证明 任取•选取尤中正交规范基抄使得 
乂方 =L (〜，"■， e m > ，則 

OC a- rn 

h a b = Sb a ~『= 2 2( 知， 

i - } } i - P 


=S Sw ，" 4 %〉 2 。2! t ^ e i 8 2<co » 

* -1 > -1 t 論 i 

故 〆 ，)• 

对于任意的 (，）， 免中的正交规范基 {~}， 有 



/ • 1 

(8.2.5) 

若令 




A m ^ ^2〈.，於】)巧， 
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則闹且 


所以 K #) 在 L ( ,、( jr ) 中稠密.命穎得证. 

推论 8.2, 5 L tl ) (^) c ： CC ^>, 其中 C (尤）是全体， t 的 
紧算子的集合. 

证明若 A 是一个 Hilbert - Sclmidt 算子，由上述命«，存 
在有穷秩算子列 { AJ , 使得当打—》时.由（8义2> 
式，0,所以/ I 是紧算子. 

定理8,2 . 6 A 是 Hilbert ^ Schmidt 算子的必要充分条件是 A 

为紧算子，而且支>;<«,其中正对称紧算子 CAM V " 

的全体特征值，此 it 

队2_6) 

il 明当 a 是方上紧算子，_不_妨取 < r 的正交规范基 {&} 为 
04* A ) m 的特征向董全体（包括零特征向量)，于是 

90 

⑷卜 S(^， A * A = S A *- 

I - 1 “ ■ 

因此身0时乏反之当乏 >2< co 时 / ei ⑴〈，八 

并且 (8.2,6) 式成立，定理得证* 

作为命麵 8.2. 4的应用，我们还有 

定理 8.2.7 设⑴，龙， p ) 是一个测度空间， 

设定义积分算子\如下 * V fe 

[*(Q ， 


(A K f) (X) = X(x,!0f(y)/*( d y). ( 8 . 2 . 7 ) 

)y 

則映射〜是到(眾）的一个等炬同构映 
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证明设 是掌的 广组正交规范基，则是 
#物0的一组正交规矗塞•:诂 

. 乂 ..... 、 u' _ — ， .'- •' , * ' 

AOC j )= 2 / 

；•■..: • •- d ；：•:' ” 饮汽| •，、•• -■ _ _ _、 

于是 

• • • ■**•:• : 

— V :獨卜2«从卜念 I 〜 r =_ V ::: 

* ■' " ‘ 1 • 鲁•坩 • 1 

因此是等距映射，而且值域 

是 (分 > 中的 闭集: 容易证明每个有夯秩算子都是由积分核所 
生成 , BP F ( jr > C {^>„ 由命® 8,2,4推得是满挺射. 

定理得证， ，.^ .;. 

由 （8,2. 7>式定义的算子称为 Hilbert - Scfamidt 积分算子， 
(8.2.7) 式是尤=丄 2 ，义， aO 空间上 Hilbert - Schmidt 算子的积分 

表示 • 々.':，••：•••'._ •:•• 〆 •• .*•:•::•••. 

由注2 是 U 麥) 的一个线樣子空猶 * 由注3迷可 

知还是 u ，) 的一个理想 • 下两我们要引人 
一个子空间 L : l . (深 0,它是全体# _ fc 迹算子组成的 集合。 

定义 8 . 2 , 8 设乂是磨到自身昀一个紧箅子，是 

04^4) ^的全体特征值组成的集合•若写<<00,则我们就称 A 

为#的迹算 f _ 全体衆 上的迹算子组成的集合记作 A 1乂，）， 

• •• • • • ■ ••■••■». 

; . 、 IM 1 K =2 a ， (8；2 # 8) 

••1 . V 〆 

称为算子4的迹范数. 

• t :.-•••， . • 

.二 •. i ' ' ' QD 2 

注 5 因为^]“<^〜)，由定理8.2.8可得 

. L .,-* - . * - I 乂 :、 - - ■*•••■• ■ •• . ••.•••-■ 
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〜 （ a-2,9> 

所以 ， 

厶⑴ （7) 匚 (^^ czC (^^ C ： U 免） • f 8.2.10) 

对干每一个有界线性 W 子 A , 都有极分解 A = 其中 

"笾部 分等距算子，的正平方根.设{%}是方的正交 

规范基，则级数和不依赖于基的选择.特別地当 

A 是紧算子时 

Mil = 

M ^ ) 

-S 汍2 11> 

■ ■ I 

所以 

AgL , (^)<^|A|^eL 12 (^), (8*2_12> 

此时 

m^\\\^\h\L ( 8 - 2 . 13 ) 

引理8, 2 . 9 (1) LnCT ) 是一个线性矢量空间， HK 是 

W 身 O 上的一个范数 • 

. - 1 

C 2> AeL ^ iJ ^), fie 厶 （ in , 項 iMS ， SAeL r1l (，）， 而且 
ii ^ JI ^ BAIJfll ), 陶 OIBIllAL (8.2.14) 
<3> L fli (^) 9 则 方），而且 

M ! j r = |^* tl t . (8,2.15) 

证明（ I )昆然 flaZ |, = 又 ||2|(，0台今>1 = 0,因 

此只需证明满足三角不等式 

^ + + (8.2.16) 

设泛），作极分解 

A = U\A\ f B^V\B\, A^B^W\A^B \ 7 

其中1，1，州是部分等拒算子_ 
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• - 1 r 

^ y i \( w * u \ A \^ nfen )\ 

售 ■ I 

^ tj \ OV m V \ B \ en ^ y\ 0 

. . ^ * 1 

然而 

{/⑷ 〜,〜 )| 

ft 

^ U - WeJUA\hj 

M m l 

<(S)l!^i 肀 (2(|Ai 、， 〜 

'•-■i f -1 ’ 

如果我们能证明 

r i- _ 

• - 1 

那么就有 

-， 

^ Z (\ A ^ B \ e nf e n )^ Ai ^^ l9 

» - i 

于是三角不等式 ( 8 . 2 . 16 ) 得证. 

选取(％:使? J ? 每一个或者在 kerW 中或者在 (ker W 中， 

于是 

2 U^U^W^J^^^UlAlUnVe^VVe^, 

• - 1 

其中表示只 S \ e ( keirW 的指标求和.因为 
(keiW) } 是 （kerW) 的正交规范基，因此对于任意的正交规范基 
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w ， 

rjC 

U*We^ 4 We n ) <2 cC/ l A l 山）， 

. v. . . <-i 

重复同样的沦证，于是又有 

S 似 I 川以 、爪= MB ,. ^ 

_ x I ■ 1 

(2) 曾先假设(龙 o . 作 as 的极分解， = 
u \ ab \ 9 选取# 的正交规范基{%)，使得心或者在内或者 
在 ( kertv 内，則设心}是子空间 （ kMt /) i 中的正交规范基•于 

是 

iAW ^ 9 = ^ A * Ue n ^ 

= C 8.2 J 7) 

所以 . 

才 MSIU = S ( 仙 〜，… 《) = 2 (Be n9 A*Ve n ) 

<1 川 | 2 H (8.2.18) 

其次设 (龙％ 怍 A 的极分解 / UKMI ， 

其申/ 是部分等距算子夺由注3，注5知道(#)， 
BVlA | weL , z ;(#)， 所以 ， 

' 州:<|网 Anuwn ; 

< mn ^\ x / i \\ i ^\\ B i \\ A h 9 

又由将要证明的(3)， 、 

(3) 设 » 作极分解 z = 干是 f = Pr /a 

• ( V | A | 由 <8.2.17) 式， 

1/2 8 2 11(川 I 卜”1 2 

卜 _,，、■•. 
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所以 (龙 >_ 又 f 是⑶得 

证. 

推论 8.2.10 A 6 L u : ( y ) 当且仅当存在 B , C ^ L i2i (^) 9 
使得 Z = ^ 

运用定理 8.2,3 的同样手法可证得 

定理 3.2 .n (少) 在迹范数下是 Banach 空间， 

命题 8. 2,12尸（東） ci 在迹范数 IH , T , 尸（尤) 
在1 (尤)中稠密 • 

证明设4有极分解 z = 选取义中正交 

规范 基{~}，使得 ，… 〆 m )， 干是由 

to w 

* = 1 t ，】 

oo Pk 

> - 1 >- i 

m ■*> 

二 2 S (〜， A * e ^> ( & i> Ve o 

>- Ji-i 

i-i 

fit 

勺？ <CQ , 

i - i 

推知对干任意的方）， a ^ v \ a \. 设々 
为 1八1 的特征值，{心}为相应的正交规范特征向量，则 

•\i 

>1 - S A “-，、 )V 、_ (8.2.19) 

_ -i 

入 、 

令 

JV 

/I « ? 

设有极分解二- AnU 于是由 
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(A-A,.)e m ^ 2 又 tAwiVq ， 

»° jyr + 1 

ea 

a- 1 

cc 

- s 又 m ('’ e m ♦ ^ v ^ m ) 

» «JV ■十 1 

< 2 怂， 

• -JV+ l 

得到 linn|A-AJ,=0. 故 F ( 淝〉在 L ⑴ ( 义）中稠密 • 证毕 • 

设 Aei ;1 、 sn 、A = V|A1 是 A 的极分解 . 又设 {ea 是#的 
一组正交规范基.因为 

1« 〜 )㈤ H/Mkj \\\a\W^j 9 

故 


2丨《，〜 )1 
_ - 1 

^(Siiia ii^ n p)i(f ； [iiAi^ n r^ 

= 11 A 1 ^* 1 , \WA\M\, 

<111^1^111 -Hill. 

所以级数绝对 收敛. 易知极限与基的选择无关 • 

定义 8.2. 13设 ZeL in (貪 0， 我们称数 

o * 

tr A = y^(Ag n> e n ) (8.2.20) 

» =■ } 

为算子 A 的迹.线性映射 tr , A t 、( y ) — C 称为迹泛函 • 

显然 I tMIgMIlftrlAl , trA ^ Tr ' A . 容易证明迹泛函还 
具有下列性质： 


2 S 7 


(1) tr(A + 5) = trA + txB ^ 

(2) \rXA - kuA % 

(3) 苦 0< A <5, 則 trA < trB , 

(4) 当 L ， 是酉算子时， tra ^ Mf ；) =： trA ^ 

事实上，设{、}是任意的疋交规范基，则也是正交规 
范基，子是 

\t{U^ l AU) - ^ (fJ^ ] AUe nJ e n ) - ^ (AUe n Jie n ) = trA. 

(5) 当 A el i (，）， S ^ L (^)^ f 9 tr AB ^ irBA m 

事实上，由 （4> 知，当 U 是酉算子时 trAL / dKW 。 对于 
U 尤），不妨设 PIISI , 只要证明 S 能分解成 N 个0算子的和， 

令0 =:竺十-兰二，二 - t 竺二则 C ,/) 是自 
4 4 

伴算子， 1 ICK 1, | Dji < l , a ^ = 2 C - Hi 2 D # G 有潜分解 

C ^ f ' AdE ^ 

令入= COS 0， 则 

C - —J cos0dE 9m 

取 ’ 


17, - - C / 2 = — fV " d £,， 

则 R 和 W 是酉算子，而且 2 C = t /, + C / 2# 冏理存在酉算子使 
WlD ^ U ^ V ^ 于是 SziA + L / jft / 〆 、， 证毕， 

设泌 dp (方），则映射是人（方）上的一个线性 
泛函，若固定(濛），則映豺扪是 L fl 、 (方）上的线性 
泛函_关于 它们的 性质，我们给出下列的定理，而不冉 证明. 

定理 L 2 J 4 ⑴线性映射 Ai -^ U ( A .； 是 L U / (淝）到 
(C (龙 ）） *上的等距同构映自 h 


m 


(2> BhU (. B )' 是 i (妒)到山，从>”上的等距同构映 
2,2 Hilbert 空间上的測度 

设，是可分空间，穿是龙的 Eorel 集族 • 于是分琺 


所有使得災上有界线性泛函都是可测的代数中最小者，或者 
说方是由全体有界线性泛函生成的 a - 代数. 

考虑，的任意一个有穷维子空间五_ £ 的 Borel 集族= 
{ zn £ Me 龙}是丑上的代数.记，到£的授影算子为化， 
对于万 e 称 ~，s = { x |/7 F xeB } 为以为底 ik 有穷维柱集 • 

记货 t = 多 W ， 则灰*是#的一个心代数，它是全体 


h 


以沒^中 Borel 集为底的有穷维柱集组成的集合. SL 然 

• -V 沒 0 二 11{沒*1 五匚身％ dimE < cc ^ 

是，上一个代数 • 易见即♦谬。生成事实 i :， 为 
了生成來，并不需要所有的沒％只要它的一小部分就足够『• 
设 {£„} 为，中单调上升的有穷维子空间列， E^E 2 ^^ f ，二 

o 心则/ ■?•• '3； '.' "^ "■： ' ；•'' • -1 


..〆 ， 應 “ J 

电是，上一个代数， - 

设^是 (#, 分)上一个概率测度，则投影算子:在有穷维子 
空间上产生一个概串测度以，它是这样定义的 

〜（ S ) ; K (/7^ S ) • MUG 房以 (3.2.21) 


有时记成以•巧 、 假如有穷维子空间尽，则/^与以 2 之 
间满足如下相容性条件 

Pi' ] 1=1 f l d 2 (" A : 石 「; 厂 2) ， V ® € 一 £T 】 • 

(8.2.22) 

定义 8.2. 15全体满足相容性条件〖8 # 2,22> 的有穷维子空间 
上的槪串_度族 dim 称为光的有穷维分布 


族, 
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于是每个龙上的槪率测度 P 给出 少 的一个有穷维分布族•反 
之，如果已给定#的一个有穷维分布族，那么是否存在#上的 
••个概率测度 A 使得已知的有穷维分布族 恰由# 给出？ 

引理8,2,16记 S r ={ xe 賞 ||| r ||< r }, 设{心}是，上一个 
有穷维分布族，则 {〜} 是由 （身％ 上某个概率测度 M 给出的必 
要充分条件是对子任给00,存在〃>0,使得当 r > f ? 时， 

/x B (B r n-E)>l-e (8.2.23) 

在所有有穷维子空间上成立. 

证明必要性.设是由给出的.可取充另大，使得 
f 是当^时， 
u E (B r f]E)=^n^ (B r f]E)) 

充分性.在沒。= U 上定义可加测度 
M ( A 〉 = (/7 fi A ) ，当 

如果 P 在货0上具有可列可加性，那么根据测度延拓理论，#可以 
延拓定义到贫上，而成为免上的一个槪率测度* 

为了证明 A 在及 g 上具有可列可加性，只要证明 P 在多 g 上连 
续，即对于沒0上一串下降集合 {4 J ， 、〕4 + 1,门八《 =※，要 

limfi(A n ) = 0 . 

19. -»• 

设※〜，其中 SnCE u + |， 又设心是柱集的底 • 

皆先考虑均为闭集的情形 • 此时是弱闭集.因为 

*® r n ( 门 ) - 09 

rc 

所以门 （缉 n 、）= 〆 . 由于扒弱闭、弱紧，每个集合沐 n a 

也是弱闭、弱紧的 • 又由 aha ] 艮 nz n +1 ， 所以3%，使得 
于是当 ? C > n c 时就有 
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在 ■ A 货） 5 — ' • 士 7. 

If 、 ( 厶 ti )‘，• (/?£_ 々 rX s ， 

从而 lim/^AjJ =CU 

丨 ♦ ， ： • • • • • • • • : • • r •: • • • • . • •■ • 户 

对千一般情形，可选舉& d 9„, 使得 〜<) < 

• ifi . ..：•： .’•.■ •• : y ••. - " :' 

t 

D n- f] i n fi £ fi) j ：：：-；^^. /•' 

\ 

则 仏是 闭集，并且 ••：〜 

• • 

. • • ■ 

n n 

( ^n - (5 « - <2> m . 

^ 1-1 »- 1 

因此，令 A* 则 

、• ^ 

•C^V” f ] A \ - f^An - 0p : .. : ； 

* - I * i - i •.一 

!>“ 

1 ^ 

oo 

由子! hn/i«) 专0，•所以应 >C4 rt )<E e7n , 而此不等式右端 
可任意小，故得引理. 

洼引理 8. 2.】6的充分条件可以减弱，设 {&} 是有穷维子 

a 、• 

空间上升序列， E n czE n+l , (JA 在# 中 稠密. 又设 {〜,} 是相 

应的有穷维分布序列，则是由《深％分>上某个槪率测度 P 给 
出的必要充分条件違V 0>0，3 r/>0 使得当 r>ij 时，对于一切 
rt 有 、 i 

li Ev (/7^e r )>i^e. (8,2.24) 

走理 8.2. 17设 { EJ 是多)的有穷维子空间上升序列， 
E n <^ E nil9 在泛中 稠密，则相应的有穷维分布序列(心 8 )是 




由上某个 鹰 率测度 A 给出的必要充分条件是 

(—中 r > 々.（ 切 =1 - (8义25) 

谨明必要性 • 设是由 M 确定的，則 
\ K ex ?(- e M l )^ E m ( dx ) = f exp (^ ein £ mX ^) t ， { dx ), 

由单调收敛定理 


•】 i ? ii®L ■ w p (-« m 〜 

: lini f «P(^ £|x| 2 )>i(dx) 

• io J Jt 

^ j ^( dx ) - ] w 

充分性 • 任意取定 fi >0, 3 fi >0 使得 

ItL ( - € ^i X V)^E M (dX) >]-(?. 


注意到积分 L exp 是单调下降数列， 

1 " 6< \ g ex P ( ^ e|r| 2 )/i eB (dx) 

^ / exp (? HD % ( c bo + e - T 7 f ^ x ) 

* M n »r 1 • 

< J ^ E t ( dx ) + e — 2 / i ， f ^ {dx) \ 

\ ,九 ’ / 

=)〜• ( n £ j r) +e ” 2 
因此 _ / 
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^ E 9 

当，>广4 时， ， 

〜• ( I 7 Ea B r )^ i - S ( l -^)-\ 

由引理 S .2.16 的注，定理 获证. 

定理8,2,18设 P 是（煮，3>的一个概效测度_对干 e >0， 
存在紧集使得 

fi ( K e )> l - e . <8.2.26) 

证明设/ V 是尤的可列 稠集. 记心00为以 X 为中心，半径 
是 r 的球，对于一切 r >0， 

= \ j { B r ( x ) ue 

对 子任意 给定的^>0, r >0, 可以选取使得 

^ ~ U B “工 *))<"• 

it -* j 

设 A ， …，使得 






记&= [J S k <〜）， D = D 是闭集，而且 

卜丨 4 ■■ I 


錢 _ i 蠱 ■ 1 j 


当 - 时， X ,，••• 〆 ！是£>„的网，从而也是 D 的 5 -网，故 D 

n * 

完全有界，所以 D 是定理所要求的紧集 • 

2.3 Gilbert 空间的特征泛函 

定义 3.2.13 设 P 是(遂％ 的一个槪率测度，#上的泛 


函 
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U7) 


称为〃的特征泛纳数， 

显是實上一个非负定连续泛函，满足⑻巾 ( OX ， （ b ) 
!^(^) l < i . 事实上，对于任意的义， sec , 
总有 

2 少⑻ Ua 而 

8 w t m ： i 

- 〆 

={ 2 K u〆 ! ％( d v ) 

J ' ，， i - i 

设£是任意的有穷维子空间，当及6£时， 

0(j/)=i cxp(i(U E x f i^))fi(dx) 

=[exp (/ (x y y )) ii E { dx ) 

闪此当 00/) 限制到 £ 上时，恰为心的特征泛函，熟知心由 00) 
唯一确定.这说明特征泛函确定了 P 的有穷维分布族 { m e }， 从而 
少00唯一确定概率测度〜换句话说，如果上两个槪率 
测度〜 ♦七具苟相同的特征泛函，那么 A = 

现在考虑反 问题， 如果给定丫（分, D 上一个非负定连续泛 
函满足条件 ( a ) 和 ( b )， 是否能确定（，., j ) 上的一个概率瀰 
度 M ， 使得$恰是 M 的特征泛函呢？ 一般说来是不对的，需要增加 
条件.由 Boelmer 定理，在每一个有穷维子空间 S 上，存在一个 
概率测度心使得 

<8义 28) 

容易证明{…}满足相容性条件，因北&给出了免上一个有穷维分 



布族. 

由此可见，#上满足⑷与 ( b ) 的非负定连续泛函与妒上有 
穷维分布族一一对应，但是#上有穷维分布族米必由某个概率测 
度 A 给出的，所以#上满足 ( a ) 与 ( h ) 的非负定连续泛函未必是某 
个概率测度的特征泛函，下面的 Minlos - Sazanov 定理将绐出，上 
连续非负定泛函是特征泛函的必要充分条件* Minlos^Sazanoy ^ 
理是 Bochnor 定理在无穷维情形下的推广 • 

设>是溉率测度，令 

CiJh , j/ 2 ) = | (a: ,^! )( x ,^ 2 > p(dA：) # (8.2.29) 

一般来说， C 未必存在，因为右端积分不一定 收敛. 若对于 Vh ， 
穿％ C ( y ,， y 2 )< oo ， 则可以证明^(^，以是有界的对称非负 
定双线性 形式. C 将你为协方差双线性 形式. 由 C 可定义上的 
有界对称算子 

C(j/ } , y 2 ) = {Sy > C8.2.I30) 

$ 称为协方差算子，算子^是非负 定的. 

引理 8, 2. 20 设 M 趋，上概率测度，满足 

W|V(dx)<co, Vxe<^. (8.2.31) 

茆么协方差算子 S 存在， SeL ^ X ^\ 而且 

t r 5 =f Kxj ! 2 / i ( dx ). (8.2.32) 

J Jr 

证明在条件 (8,2 .31) 下， C ( y '， y 2 、 有界 

所以 5•存在，任取 龙的 一个正交规范基{以}，我们有 


295 




^( Sfi kf e k ) = 2 [ ( x t e k ) ^ i { dx ) 9 

t - . * 叫，方 

令 n— 03，即得 (8.2.29) 式，引理得证， 

定义 S.2. 21对称非负的迹算子称为核算子_ 

例在引理 8 . 2 . 20条件下，协方差算子&是梭算手* 

定理8,2,22 (Minlos^Sazanov) 设中00是濛上的非负定连 
续泛函，0(0> = 1， |^(y)|<l. 少是，上概率测度的特征泛函 
的必要充分条件是对于 e >0, 存在核算子使得 V 旁％ 

1 - Re 少 00<e + (S,u). (8.2.33) 

证明必要性，固定 e >0, 则存在大球 = 

使得子是 


少00 : expO ( x , i /^)( i ( dx ) 
<r 


exp ( i ( jf f ^))//( djc ) 

J bt 



« xp < f(x t j /))^ t ( dx ) 


=^i(^) + ^(.V). 

对于 v 夕 e ，， \^ zCv )\^； 


i 一 Re^iCif) = (1- cos(x f ^))/i(dx) 

J % 

< if (tymdx) 

d J B f 

—~ dy ). 


其中 


= | U || ? / i ( djc )^ r \ 
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tr ^ 





充分性.设 ( q } 适一组正交规 范基. 考虑4空间 
“(f Wn ) , n = 1,2, •“• 

根据 Bocliher 定理，由可以唯一确定上概率测 度〜. 

中（发 > =L exp<i(x l y))^ n (dj:) , V y€ E«. 

{心}是 # 的有穷维分布族*于是只要证明 

lim iim f exp( - A(|x|| 2 )/i n (dx) = l # (8.2.34) 

A 1 i > ■ — J ^ n 

根据定理 8.2.17 存在，上槪率测 度从,使得是由 M 给出 
的，从而#是 A * 的特征泛函. 



丄 eXP (-.㈣ 2 )〜。 50 
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等式左右两端都是实数，所以由条件(义2、犯)， 


— 叫(-♦ ㈤ 2 )〜 (dx ) 

- L nrf . 卜 - 叫土 > 々 ) 

(2«A) _ 2 _Jr l ’」 

h ^ ^ 

X [Jendcvurfc^ 

i r 

— ! 一 r I , I G j) 

(2»入)了 Jjr y! 

' a\ 

X J2 e_ 2A da i** #Cjot t 


=，:+ 〆 几 2 dn ) 

t - j 

〆 A tr*S, • 

先令 n — GO ， 再令;40，最后由 S 的任寇性，得到 (8.2.34) 式. 
定埋证毕， 


§ 3 Hilbert 空间上的 Gauss 測度 

n 维欢氏空间 (R \^ k ) 上的概率测度 A 称为是 Gauss 测度， 
如果它的特征函数 

\ n e i ^ 9 X(Ax) wxp(fO 彳 )… J M 少 , 々 ） ）• (8.3J) 

其中 w 和 A 分别为 n 维矢 i 和 tz 维矩阵，由下商式子确定； 

m = I xA ( dx )， <8.3.2) 

J r " 

(Ay, t p 2 ) = J e f8,3.3) 

: n 

矢 l：m 你为槪率测度 A 的期望，矩阵 A 称为 A 的协方差矩阵•我 
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们知道 A 是测度的必要充分条件是所有 A 的…维分布都是 
Gauss 测度 • 把这一性质推广到无穷维情形，我们将它作为可分 
Hilbert 空间中 Gauss 測度的定义，也就是说我们把一维分布均是 
Gauss 分布的槪率测度定义为 Gauss 测度.我们 将讨论 ，上 
测度的特征泛函的表示式，它与有穷维空间 Gauss 分布的特征函 
数 (8.3.1) 完全雷同. 

事实上，由 (8,3 式定义的度 X关于 Lebesgiie 
测度是 绝对连续的，我们有 

A(dx) = ((2w>* 1>M) 秦 exp[ - 备 （ A—Ux — m),(x_m) \ dx , 

(8.3.4) 

其中 M! 表示矩阵 4 的行列式.测度空间上两个测度若互为绝对 
连续的，就称它们互相等价，由式知，上任意 
两个 Ga u& 3 测度心 与心是互相等价的 • 事实上，有 Rackm-Nikodym 

导数 


^ (x) - (I A,| | A,|^)^x p r- 1 ((A 7 ' - A,- 1 ) 
qA 2 ^ 

x (x- m ), (太一 m) 1 • C8.3 ") 

这一性质在无穷维 Hi!ben 空间不再成立.佤是我们将证明 
空间中任意两个非退化 Ga ^ s 测度或者互相等价，或者互相奇异 
< 槪率分别集中在两个迂不相交的可测衆七)，两者必房其 • 

3 J Gauss 測度的特 往泛函 

设，是实可分 Hllberl 空间，用（•，*>表示龙 h 的内积 ，H = 

(•，•>〗表示由内积产生的范数.设3是，的 Borel 集族 • 给定 
(免，身）上一个槪率测度，若线性泛函 

fO) = j CW)"(dx) (8.3.6) 
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在免上处处定义，则容易证明 /€龙\ 如果存在 me#， 使得 

= I (X^)^(dx) , V^e^ 7 . (8.3,7) 

J St 

我们称 w 为 p 的期望，并记作 


或者记作 


nz = j jc/i(d:c >， 

m = E lt x 9 


(8.3.8) 

(8.3.9) 


如果 k MM(d：r)<co， 则 / 必为有界线性泛函，由 Rieaz 表示定 
理期望 m 存在，此时 


11 _<二 dxjj/i(dx). 

当 M 的期望存在时，考虑 

= | - r 7 i , y 2 > M (^)4 (8,3.10) 

C〆 ^,^) 未必存在，因为右端积分不一定收敛.但是如果对于 
V 义山€，， \ C l iy lf y 2 )\ < 00 ,则 C : 是有界的对称非负定双线性 
形式，此时存在非负定对称有界算子 &使得 

Kh ， yt ): (^^，夕山 (8.3.11) 

\称为相关算子，显然 

c i (^ 1 ^ 2 ) = c <^i^2> - (w.^Xm,^) (8.3.12) 

这儿匸认心〉是由式 (8.2.20) 定义的对称双线性 泛函* 

如果 f ^ ll ^ KhX 03 ， 由 Schwa rz 不等式，推知 

< co , 从而期望 m 存在，又由引理 S .2. 20知相关算子\存在，并 
且&是核算子，满足 
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trS, = ll^P^(dx) - (8.3.13) 

定义 8.2.1 设 a 是（淝，龙）上的槪率测度.对于 i/e 身％考 
虑映射 

yl s x= (x,y), (8.3.14) 

则个在 R 1 上生成一个槪率侧度 My ，称为 /i 关于1；的一维分布， 
如果对于每一个，，/ MV 1 均为一维 Gattss 分布，则称#是尤上 
的一个 Gauss 测度. 

定理 8.3. 2 h 是（深％多)的 Gauss 测度的必要充分条件是# 
的特征泛函具有形式 

^>(y) =exp[i(m,i/)-—(5^,^/) , (8.3J5) 

L- w 

其中 m 是# 的期望 ，&是 M 的相关算子，而且&是核算子. 

浼定理的意思是 * 如果 M 是 Gauw 测度，则它的期望和相 
关算子存在，它的特征泛函具有形式 （8. 3.15)，而且相关算子是 
梭算子I反之，如果 （ 賞,多)上的一个泛函由 （8.3.15) 式所定义, 
其中 me 身％ &是龙 h —个核算子，则必有一个 G a u SS 測度，以 
沴00为特征泛函，州为期望，\为相关算子 • 

证明必 要性. 由干0是 Gauss 测度， Vj/e，， #的一维 
分布是上的 测度. / M, 1 的期望和方差存在，分别 
为 

f ^fiAy l (dO = f (r,^)/z(dr)<co 
J 置 1 V X s 

和 

=j (x ? i/) 2 ^(d^) (: x f y)^(dx)y <co. 
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f 是存在唯一的 we ，使得 


(饥， y > = j 

柯是 a 的期望.又由对于 Vi / e #, 

c^y 9 y) =^ix 9 s/y^i(dxy ^ rm ， y) 2 <cc ， 

推知 

| c ,( y )|< oo ， 

故存在相关算子5\，满足 

0^,2) ^ (〜，之) • 

于是 A 的待征泛函具有如下形式 t 对于 V 龙％ 

中 00 =j exp [ j (^,； y >] M (^> 

= exp (^)； iy \~ ( df ) 


«= exp ! - - i - (5\9,夕>1* 

: 2 j 

最后还需证明 5\ 是核算子，对于任意00,不妨设 e < l /2 
3核算子7\,使得对于 Vie ，， 

卜 eX p( _ 、 S'g ， y 、)d - 沪⑻ 

^ f ： + ( T t i / 9 p ) 9 

固 v 匕 ye 身％ Sd 夕，夕）=/， 义记方 则 

(T a z,z) 

] — exp 卜音& ，如 〜 
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< S〆〆 ） & 2 ;uU - 20• 


千是 


(〜，夕）«山 y)， 


其中《 =寻 i n ( 〗 — 加，所以是迹算子. 

充分性.只耍证明 m (8 J ,】5) 式给出的泛函0满足 Minion 
Sazimov 定理的条件 • 定义有界对称非负定算子 
Sx : $ x x + im 9 x ) m 9 V 身％ 

则$是核算子， 

(Sx，iO = (S>.i/) + {m.x) (m,^ # 

于是 

l-Re^OO = 1- cos<m,^).exp [ (5,^,^)] 

L 2 J 



exp 


2 




r i 

+ [] — ccs ( m ， jO]expj - - 

Vi 

< I (S'y ， }T) H-[l -cos(m,jO j 

■ 


=~2 (办,少). 

m )， (, v ) 楚 d . 贷）上某个槪串测度"的特征泛函 • 由于它的一 
维分布的持征函数是 

可細的。 ㈣ 剷设，其均值为(％力，方差为0山夕)， 
所以4是#上的 Ga _ aa 测度. 定理衍 【正 • 
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3.2 Hilbert 空间上并退化 Gauss 測度的等价性 

定义 8.3. 3设 〈身％ 贫)是可测空间，〜〃是两个槪率测度 • 

如果存在 A,ee 义，， = = 使得 

鋅（泌 ）=0, ^(B> =0 

同时成立，就称 P 与V互相正交（或互相奇 异〉， 记作 /i 丄匕如 
果每个 M 零测集都是V零测集，就称 P 关于 /i 绝对连续，记作 
:纪如果 / KO， 同时又有^€衫， 则称# 与 "等价 ，记作 
若 v 《 M , 则必存在可测函数/(幻，使得 

v(By ^ I /Oc)p(dx )， VBe^. <8.3.16) 

J B 

/ 是非负 M 可积的，并且在 e 意义下是唯•一的 • /称为 J/ 关 
于 M 的 fUdon-Nitodym 导数，记成 

d /dx)=f(x) m (8.3,17) 

dfi 

上一段的定理 8.3. 2告诉我们 Hilbert 空间上的(^118 3 测度是由 
它的期望和相关算子所刻划的，其中期望是 Hilb ^ 空间中任意 
元，相关算子是间到自身的核算子 • 设％是可分 Hi 〖 hert 
空间，到自身的核算子，为简单起见，我们将用 
记号 iV<m，S〉 表示其特征泛函是 （8.3,15) 形式的非退化 Gauss 测 
度^下面将讨论在什么条件下〜(％，&)丄〜(化,心）？在什么条 
件下# 并且当两者互相等价时， Radon- 
Nikodym 导数是什么？ 

首先讨论具有相同相关算子的两个 Gauss 测度的关系 * 下面 
的定理说明它们或者互相奇异，或者互相等价 • 

定理 8.3.4 设/^ =〜(0，幻， = 为方上两个 Gatm 

测度，則当 ae RaiKS 1 〆 2 ) 时；当 Ran (义 2 )时 〆 丄匕 
证明设首先证明 
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aup ( a >y) : i oo # 

假若不然，必有 使得 V 托尤， 

( fl ,夕) 〆 ( Sj /, y ). 


<8.3.J8) 

(8.3J9) 


若办 = fl ， 就有 (~ V > = 0, ae (^ rS )\ 记 {>/} 为 5 的全部非零 


特征值(有重数的特征值应重复出现，出现次数与重数相同），记 


为相应的归一特征向量.于是{巧}是 CbrS ) 1 的正交规范基, 

_ 

iS r ^/ = A^ > ; = l,2,^% 令 a= y^jgj •将夕 • = y^a^ej/Jlj 代入不 
等式 (8.3. 19 )，得到 



所以办=[办抑€旁，其中 bj - aj /\/ X ) 9 而且 a - S l ^ 2 b , 这与 

WRaiUSW ) 矛盾.所以（8.3.18> 成立，即 （ a , y )/ v / 在 
单位球 = u 上无界.于是存在〜6£：， 

故0, S 是弱列紧的，不妨设〜 — 外，由于 

iSi / n ^ n ) = (. x 9 v n y ^( dx ) 

J > 

= ^ix,j/ n yuidx) - ia 9 i^ n )\ 

» 

令 《 - ► oo , 

J ( Wu) 2 "(djO = (>* 

j O — a ，^ 0 )〜( dx ) = 0- 

这说明 （ x ， 夕。 ）=0，a，e m (x，h) = (a，v。）.a ei 所以 

冬 *u •,. 

^\ x A x tMi )> = U ) = if 
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= ( a ，％)} ：= t , 

因此 0 丄 h 

又设 aeRan(S 1/2 ), 我们要证 v 《、并找出 Radon-NikcKiyKi 
导数 _ 设《 =5 ^ 2 &，其中 & 不妨取成 *€ <ker^ i/? ) ' 

故存在〜，使得而且气 AS 心在龙空间上 
定义测度如下 ：V 义， 


由于 


〜 ⑼ = exp 


,, 


( x 3 c n ) - A ( Sc n , c n ) /*( dx ) # 

iM J 



\( X fO n y - d<? m )|V(dx) 


= ⑼心- 0,(% -、)） 

= ii 6 « - ^ ttiII "^ o , 

推得 (x ， S) 在居, /O 中收敛到某个极限函数 F ( x) f 


exp .(^^-| ( ^ |Cn ) ^ exp ^) - IHH ^ 


所以测度序列％收敛到一个测度 f ， 而且 

v i B > - J exp .' F(r) -X\b^ j^(dx) , (8.3,20) 

a ^ 

剰下只要证明 [， 计算" n 的待征泛函， 

0“iO =Jexp \j{x f }i n ) +{x ? c n ) — (Sc、' n 〉/ObO 

1 ^ 

= exp i (5 •〜， y ) - ~ -(Sy f J/) 

隊 

= expjiH )- ， 

令 n — oD ， 即得卩的特征泛函 
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=sexp i^a,y} - ~[Sy^ % 

所以 f = 〃, 定理得证* 

推论 8.5,5 设#=^^0^,5 )， v 分别为 f 上两个 

Gauss 测度，贝 lj 当 a — 6 G Ran (S' 1/2 ) 时， { i ^ v \ a — Kan { S l/2 ) 

时， 吐％ 

下面讨论两个具有不同的相关算子的 Gauss 测度间的奇异性 
和等价性，为此引入可测空间上槪率测度之间的 Hellinger 距离， 
用 Hellinger 距离给出测度间奇异与等价的数量刻画 • 

设 (7, 方）是可测空间，#是(，，沒)的一个概率测度，/是 
可积函数. 设之为 ，的一个子&代数，任意 Z 可测 
函数尸，当满足条件 

f / '<1^= 池 VAe: (8.3,21) 

J A J 4 

时，称作为/在/X下关于 CT- 代数2的条件 期望. 这样的函数在 
ta c. 意义下是唯一的，记成 /' = P(/|r ). 容易证明若函数5 
关于 r 可测，则 =々 r(/|2：). 

若私^是两个概率测度，设 "*«#• 记 〆，〆分别为 w 在 
z 上的限制，那么显然有〆《，，而且 

(83 划 

设心， 七是， （，，叉)上两个槪率测度•设^是任意一个满足 
条件的槪率测度（这样的槪率测度总存在，例如可 

取凡=•记 

fi ，= 1?2 * 


定义8, 3. 6积分 


S 07 


hQh ， h ) = f^v^/7/ 2 "dA (8.3.23) 

称为 A 与七之间的 HelHnger 距离, 

洤1 在讨论 * 的许多有趣性质前，首先要说明与 ;I 
的选择 无关. 事实上，记(8.3.23)右端积分为幻（心，心）*设;I' 

是另一个满足条件〜的概率测度.设〃 = + | a /， 

则 

hA ^') ={(^ 货广、 

= j (锆货 

同理為 r(/^，/^2)’ 办 l (#】，〜）• 

注2用 y 表示（，，多)上所有槪率测度，注意 ft 不是，上 
的距离函数，但是下面引理指出 （I-AV 〃满足距离公理， 

引理 8. 3,7 Helletiger 距禽具有以下性质； 

(]) (X 九 (" I ， ^ 1 ; 

(2) A(M]^2> = - /^25 

(3) ?_(〜，/^) = 0^^1丄化； 

(4) (l-O l 〃是 ，上一个距离 函数. 

i 正明 (1) 2( l - A ) = f (/^ - v ^/) ^-0. 

(2) = 1 = ^" = 〜 

(3) /? (^1 ,^ 2 ) = 0<"^ = 0 A - a 人即从1丄〜. 

(4) 记 P(^，A> =〆] -AOi,,)i7r •由 n)，（2) 立得 

>0, p(h 屮 2) = ck ==> a 丄〜. p 显然满足对称性条件 • 又由 
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舄得三角不等式.所以 P 是 y 上一个距离函数， 

引理8,3,8设 rc 沒是，上一个子■代数， 

将看成（， 〆 )上的槪率测度，于是可以定义 

则当乂^心时 

々 i ： I ( Ai ，七）之知2?2 ( 只1，心）， （8.3.24) 

而且，若就有 

h e w (卩'，卩 2) i 办 r (卩 i ，02)* (8*3,25) 

证明首先证明不等式 （8.3,24) • 不妨设根据 
测度论 Lebesgue 分解定理，化可以唯一地分解成 A = ^ + r • 其中 
i «/ i 2 ， y 丄心 • 取 U + V (妒 ）） 一 *， 令+ V ) •显 然有川 《 
入， 我们用表示相应的測度在晃上的限制 ， ski 1 = 
，十 V 、 〆 «<， ，丄 〆 2 ， v = 以圯 +，），而且 〆 k 《 A '， 

又 、记 




，=1,2, 


显然 （，， j) 上 


j 2 (^y = 



o . 


xe ^- a , 
xe a , 



其中 A= jh2( N ) = 0}i 在（义， A) 上， 



xe^r 9 
xeA y 


其中 u {^ eriA 2 (^) = o }. 由于 a ' cia , 所以除去及 中的 
一个 A 零测集外， 有 fW 彡 hvo . 

又因为 


S09 



J dA = j /jdA, V ^ 6^13 

[- v//；) 2 dA = 2 (j f\U -J vZ / i /^ A ), 

可得 

故 

从而 

VT \ r ^ E > iVf J \\ L ) _> E ^ ( v 7 m 

所以 

J //' 八 ( U >|//: ldA ， 

& r i (卩 1 ，以 2) E 2( 妗 i ，衿2)- 

其次证明（8.3.25)_ 设〜 《>1，〜《；1，/=^^4 =装，由随 

扒过 程理论中的鞅收敛定理， 

j n ^ E ^ f \ i \) > r , AE ^(/\ r ) 9 

/ “ S(.911’ n 、 — g, : ^-B A {g\S') B 
山 i : 0</ ，殳， /„，〜(;!， 由控制收敛定埋 

W^> = j ^/ni/rtd/l 

， j v 7 /,,9 (Mi 

例设上的髙斯测度，分别具有期望叫 ，％ e 
R \ 以及汍方差矩阵用丨4表示矩阵 J 的行列式> 因为 

d (;iO*) = C(2；0 i-'： ( ； 1 
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所以 





十 音 ) (mj ■ m&) ， （ mi — 爪 2) ) . 

(8,3.27) 

现在问到可分 Hilben 空叫 .; r 上。设 {〜} 是(深 M ) 的可 
列返，它生成整个空间， • 设 A “:0 二 < w >， VxefU 2, 
…，则深记史为一维 Boro ! 槪族，则 A -\^'^{ A- l B 
Pe 是#上一个子—代数，我们称\ = 

< y (\ jA ^.^ )是由冇界线性泛函…，卜生成的子 a - 代 

数，也称为由 {• u 2 , 生成的子^代数 • S 见货= 

，• 

\JA ;'^ [ )，也就是说汊足由可列枭或{八《}所生成的. 

I ^ i 

子造 A n 

设/«】 = N { a ly S ^^ i ? = / V (/2 2 ,5 2 )^( U ?、 上两个 Gauss 测 
度.又记拉,山歧， iv (( w ， 我们将证 明当〜与〜互 
不正交时，化 与乂也 互不正交. 


3 J 1 


对子每一个正整数 n ， 考虑 （猡， 、>到0^，龙 N ) 的同胚映 
射 


T n : ^^(400，".，\00), 


^ 与七在2^上的限制在此映射下生成 (IT 上的 Gauss 测 
度，分别记作 G ? 与 G ;. 毘然 A ri ( MW 2 > = ft ( G :， G ;). 所以 

具有展开式 <8.3,27) ,其中 G:，fc = l ,2 的期 
望与协方差矩阵分别是 

’ 疗； = (Zi( a fc) ，•“， Af»( a fc 〉〉 ， 

A ； =(| A { ix-m 9 k )Aiix^ rnX)ii k (dx )) nxn9 


-log A r , (仏，心） 的展开式只是- logft j ： ji ( / w M / i 3 ) 展开式和项 
中的第一项，所以 

一 logA ril <^，；^)<- lo S *2?, (〜，〜）• （8.3,28) 

令 n — co ， 由引理 8,3. 8 

一 logACjK ^^ X - logfcO ，，/^). (8.3,29) 
若内与 M 2 互不正交，由引理 8.3.7 知 - iogAo ^ h ) 有界，所以 
- logA ^，/^) 有界，仍由引理 8. 3,7推得禹 与&互 不正交•将 
此结果总结成 

引理8_3,3若，上 Gau 的测度 与 N 02 2 , D 互不正 
交，则与 N ( o , S 2 ) 也互不 正交. 

定义 8.3.10 若 Ga U3S 测度的相关算子是正算 
子，则称0是非退化 Gauss 测度. 

引理 8.5 J 1 设 士 = ~(0，&)与 / i 2 = N (0, S 2 > 是（矛\赁）上 
互不 正交的非退化 GaiiM 测度，则存在自伴算子具有 
有界逆，满足 


S ^ S ^ TS } i 9 

而且 F - ^ ^ C 2> (方） • 
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(8.3.30) 



证明设\的全体非零特征值为私, A 2 ，… ，如果特征值 A 有 
重数 P , 那么将 A 重复 P 次出现，又设…为相应的互相正交 
的归一特征元， 由于叉 是正算子，是#的一组规范正交基* 
定义，上有界线性泛函列 

子是对干 VM = i ，2 … 

、 JB 、 [vijO：>] = 0 ， l,2i ^ 

^ :一. 

£，3 M〆 狗㈨ > - = 5 "， 

其中 £’[•_.] . 记 T n = (iWftxn〆，—H"、#* 设矩 

阵的特征值为\4#=1，2,_,\则 
^ log / r r (4,^ 2 ) 

= +[2 S h 

其 中心是 由有界线性泛函 ^^，…， 4所生成的子 代数， 由于 
N (0,\) 与~(0' 2 )互不正交，所以上式 有界. 由不等式 

2logi-|i- Iog0= Iog^-~->0, 

得到 

sup sup 「 2 log 1 — • logoff ,* <<»• 

n r < * , J 

i ^ ... 

故存在常数 e 与 c 使得 

Q<^ nfk ^C<co % ( 8 . 3 . 31 ) 

⑽ 



又因为当时，3^>0,使得 

2logi-l^ - iog6«^d(i - 0) 2 | 
2 


推得 


* 

鑛 i_l 


从而 

m 


i w — 

<8.3.32) 

在 Hilbert ^间上定义线性算子 


r <? i = 2 心，， 1 = 1，2，”、 

(8.3.33) 


由关系式 （8.3.31) 知对称算子 F 有界，具有有界逆，而且由关系 
式 （8.3.32) 知 T -/ 是 Hilbert - Schmidt 算子 • 此外 

<s\ rs^ f>e ；>- ^e^sUfy 

售麵— • — ~ - - ■ —■ ■ 

== \/A|Aj <Te { ,ej> = v A|A jt^) 

— 9 勺〉 • 

所以等式 （8.3.30) 成立 • 引理得证* 

引理 8.3 J 1 的逆命题也成立，事实上我们有 
引理 8.3 J 2 设 Tei (龙），尸自伴， （ X ^ CTSCcco ,?'- 
/是 Hnb CT l - S c hm 油算子，设 &是 廖上正的核算子，满足 

则廖上的 G a 卿测度 A = _， S 2 > 

s 相等价 

证明 T ^ reL w r 是正 算子. 故可以选取方的正交 

规范基{巧},使得巧是 T 的特征元，相应的特征值记为 A :;， 

丁 = ljXj f ( 8 , 3 , 34 ) 

/ = i ,2, — # 
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记 G 为龙 】)上沏 望为0,方差为1的测虚， C 山) 
为 ( R 、 沒 1 >上期望为0,方差为心的 Gmiss 测度. 在序列空间 
R 13 f 1 - i ，2，“_} 上引入乘积 Gausa 測度/ ^ 

和 P 2 •、- v - ’， • I ' …、. 

^ = flG , p ^ ficao . 

j_ ■ 1 ； - 1 


它在有穷维子空间 R / = { a = (« i , a 2 ,••• , a „) | a f 6 RSl <^ n } 
上的限制分别是 r •… 

P ^ flG y PI ^ JJGW . ；' … " 

) - 1 i — t 

显然有 、 



因为了 - ，e ⑴（身 o ， ； S 队 —1) 2 <~ ，故无穷级数 

j ~ I 





收敛.于是 p 2 « p ,, 同理故匕《匕，相应的 
Radon-Nikodym 导數是 


於《) = ^4—「{(1 -六)《‘]. (8.3.35) 

考虑 R 到 iT 的可测映射 


T:nf ~> y]aj (S ^ ^X) 1 )^x ^ <8.3.36) 

刖 心在可 测映紂？下的分布 AT - 1 是方上的分布.对于 
任意的 i ^ cT ， 计算方差 

E F i r A [<x,A0> 2 ] = £^i[<7\i ， y> z ] 
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= 2 E y i a ( QLj <S^Xj 9 j/y 

L 」 

•• . • :< I 的 . 

卜 1 j - I • 

所以同理 

e^ 2^ 1 i<x,j/> 2 2 = £ p 2[ ； <rQ f y> 2 3 

- 2 EP ^i a i a i <Sx^i>Sf> 2 l 

.? - f 

• = ^Ai<s^x i9 j/y 

> -1 

- ^<^1^AjX^v> 2 

; 

即得 P ； r^1 2 . 所以 仏与仏 等价， RflddNikodym 导数由 
(8.3.35) 式通过映射 F 得到、 

=^pH^a), (8.3.37) 

d/i, d 尸 | 

引理获证， 

现在可以证明本节的主要结果了，即，上任意两个非退化 
Gauss 测度或者正交或者等价， 

免理 8.3.TS Hilhm 空间（黨，沒 0 上的非退化 Ga 加 a 测度 

或者互相等价或者互相正交 . Nia^Sj^N 
等价的充分必要条件是与等价并且 ~ 
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Oh ， S) 与 N (a 2f S 2 ) 等价. 

证明设与 ~( a 2 ， S 2 ) 不芷交，由引理 8,3. 9知 
N (0， S ,) 与 W (0, S 2 ) 也不正交，再根据引理 8 V 3. U 与8, 3. 12得 
知 N ( 0 ， S f ) 与 〜《),&> 等价，由于平移变换下等价性不变，故 
与等价.从而 ATS ,) 与 NAA ) 也不正 
交，由推论8又5,〜(〜，&)与 N ( fla , SV 等价. 所以⑽ "夕 ㈣ 
iV ( a „6 V 等价，充分性是显然的.定理证毕， 



符号表 


c 

全体复数 

R 1 

全体实数 

R % 

n 维 Euclid 空间 

N 

仝体正整数 

Z 

全体整数 

K 

数域，实数或复数 

S l 

R 2 上单位圆周 

D 

C 上单位开圆盘 


Hiiben 空间 


Banach 空间 

/•(，） 

#上全体有界线性算子 

C(^ 

#上全体紧算子 

L (^) 

#上全体迹算子 

CJT) 

^ hi 全体 Hilbert-Sclmidt 算子 

0 

向量空间的零元素 

0 

空集 

oo 

正无穷大或复平面上无穷远点 

卽 0， r > 

以、为中心，半径是 r 的开球 

V 

对于毎一个 

3 

存在 

3! 

存在唯一 

»-♦ 

对应到 

=> 

蕴含 

<=^ 

当且仅当 
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几乎处 ifc 

D ( A ) 算子 4 的定义威 

算子 A 的值域 
算子 A 的予解集 
cr(A) 算子 A 的谱集 

RjA ') 算子 A 的予解算子 

职 （ A ) Biach 代数 A 的极大理想集合 



索 引 

(按汉语拼音 顺序〉 


A 


沁紧 W 子 


/有 界算子 

121 

AJaoglg 定理 

12 

Ar ⑽0 引理 

2 於 

B 

月代 ft (Banach 代数） 

£ 

车单代教 

U 

本质潸集 

$2 ■钟 

本质自伴算子 

63 

闭箅子 

60 

遑 历变换 

202 

波算子 

22& 

Bociiner^^ 

m 

lii'OWA 运动 

214*220 

C 

代数 

2S 

Cayley 变換 

7K102 

稠 定苒子 

62 

Cook 定理 

22^ 

D 

〆 

单畚数强连缤酉拃于辟 

m 

点* 

$0 •糾 


Donsker ^® 261 

Donsker-Lions 定理 264 

对合映射 n 

对称算于 

F 

发展方 S 240 

Feller 函歎 212 

Feyrnnan-Kac 公式 j?6B 

Von-Meumann 谱分解定理 78 

V on-Neumann 准則 
Friednchs 扩张定理 115 

G 

Clausa 半群 175 

Gauss 班率密度 174 

CaussM }! 

Oifand 表示 io 

Gelfand. Mazur 定珣 7 

OeKaad -Nai mark^. 3® 2e 

枨 14 

共轭葬子 62 

广义波箅子 231 

规范切泛函 m 

H 

Harnherger 矩问铒 110 

耗散谇子 no 
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拔算子 

296 

Heiling<*r 距离 

S0» 

herrmte 元 

25 

Hilbei t-St hnudij^f* 

m 

HUle-Yos 】 cU>iiai 

1^4 


洚算子 

Z^l 

极大理拟 

4 

极分解 

li 

交 换代轚 

1 

L 

K 

T 

/• 

Kato-Re^i^h 定观 

126 

坷闭化箅子 

61 

可除代炫 

i 

KLMK 定珣 

131 

Kcilmugoiuv 后退方程 

m 

亏 ㈣ 

100 

扩帑过锊的砵函鉍 


r 敁系鉍 

m 

L 

4 昉浩楚 

52.fi-：> 

W 


e(j,s-g 


u 

M 

马氏过荇 （ Markov 过程） 

210 

Markov 转移函教 

2H 

Miniott-Sai^nov^i^ 

i 
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p 

平均璉历定理 1扑 

Poisson 半群 184 

Po;sscm 该 

谱半径 ^ 

潸和度 O 

漕分解定理 46,47,12 

谱集 U •沾,73 

进族 44 

0 

齐次 - T UH 汉 210 

齐次转移 It 率 tVi 

迁栘系敷 219 

强连续线佺苏 f 半群 1砵 

强 m 极限 15 U 

强予解湓义 Y 收敛 at 

% 

歌射算子 找5 

Schr6diftger 方裎 Ur >, 2<H 

Schrddinger 算子 iv ' j r U6 

Seg_al 緣义下强 义敌 244 

商代玖 X 

剩余遨集 50,80 

Sfiilov 引浬 ii 

Stone 表示定理 M 

2? 

随饥积分 270 

连续 212 

T 

特庳泛西效 2^4 



同构映射 

2 




间蜃映射 

2 


Y 


投 影箅子 

39 




Trot Ur-Ka to 定理 

146 

压缩半辟 


15S 

Trotter 乘 积公苁 


幺元 


t 

迄模 

bl 

有穷维分 v;i. 灰 


2^9 



予解方权 


141 

w 


予解榘 


u 9 rs 



予解算子 


141 

Weyl 搭扰动足现 

136 




Wiener 积分 

256 


Z 


WienerSj 度 

249,251,256 




无后效过程 

210 

噌哨算子 


180 

无穷小生成元 

15o 

止扣 :子 
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转栘械準 


21D 

X 


子代数 


:' 



白 m: 子 


6S 

相关算子 

300 




协方差算 / 

^95 
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